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E i n l e i t u n g ,  
D a s  Quecksilberthermometer gilt seit langer Zeit als ein wichtiges und für die Beantwortung 
der bedeutsamsten Fragen der Physik unentbehrliches Instrument. Es  haben sich desshalb 
die grössten Forscher die Aufgabe gestellt, die Angaben desselben auf einen möglichst grossen 
Grad von Genauigkeit zu bringen. Schon die Bestimmung und Auswahl der für alle rtbrigen 
Temperaturen als Maass dienenden festen Punkte bot anfänglich viel Schwierigkeiten dar, und 
auch gegenwärtig kann diese Frage noch nicht vollkommen als erledigt betrachtet werden. Kaum 
minder ist das der Fall mit der Ermittelung des Röhrenkalibers. In  der That erscheint dieses 
Problem als das ursprünglichere, ohne dessen Lösung keine thermometrische Arbeit begonnen, 
ja nicht einmal an die Untersuchung des Apparates selbst, soweit seine Angaben von physika- 
lischen Bedingungen abhängen, geschritten werden kann. 
Bei Gelegenheit einer thermoelektrischen Arbeit, die ich im Lauf des vergangenen Jah- 
res unternahm bedurfte ich eines Thermometers, das zuverlässige Beobachtungen aller Tempe- 
raturen zwischen 0 und 100 Grad gestattete. Ich griff zur Besselscheu Methode,  um ein 
von Herrn Geissler in Berlin gearbeitetes Normalthermometer, das ich seit längerer Zeit besass, 
zunächst genau auf sein Kaliber zu untersuchen, weil nach einstimmigem Urtheil aller Physi- 
ker keine andere bisher vorgeschlagene Methode den Grad von Genauigkeit zu gewähren im 
Stande sei, wie jene. Dem widersprechen nicht einmal diejenigen Forscher, welche, weil sie 
Bessels Verfahren für ,,weitläufig" hielten, demselben ein anderes und einfacheres vorzogen. - 
Bessel 1 )  hat die von ihm empfohlene Nethode ohne theoretische Entwickelung an einem Zah- 
lenbeispiele dargestellt. Genau dem beschriebenen Gange folgend, suchte ich das Kaliber meines 
Thermometers zu bestimmen, fand aber bald, dass die Verbesserungeri, wie sie sich für die beob- 
achteten oberen Enden der Quecksilberf'äden ergaben, nicht mit denen der unteren Enden an 
identischen Skalenpunkten übereinstimmten. Der Grund zu solch einer Differenz der gefunde- 
nen Correktioilsgrössen ging aus der angeführten Darstellung Ressels nicht hervor. Als ich 
ferner nach derselben Methode einzelne Theile der Thermorneterröhre, - die obere und die untere 
Hälfte für sich - der Untersuchung unterwarf, und jetzt ganz andere, von denen für das 
ganze Thermometer berechneten weit abweichen~le Verbesserungen erhielt, so erkannte ich wohl, 
dass eine Anwendung der Methode ohne theoretische Entwickelung derselben nicht statthaft 
sei. Ich fand bei näherer Prüfung, dass die Rechnung sich bedeutend vereinfachen lasse, wenn 
man den theoretischen Ausdruck für irgend eine zu findende Verbesserung' der Berechnung zu 
Grunde legt. Bessel hat es übersehen, dass mehr als die Hälfte aller Rechnungen, die er an- 
giebt, erspart werden kann, wenn man sich gegenseitig aufhebende zahleno~erationen vermei- 
det. Dieser Mangel seiner Darstellung aber erscheint von geringer Bedeutung gegenaber ander- 
1) Ausführlich in Pogg. Ann. Bd. 6. P. 287. - Ferner in den Königsberger Astronomischen Beobachtungen. 
Siebente Abth. S. IX. 
1 
weitigen Lücken der Methode, durch welche, wenn sie nicht gekannt werden, man zu sehr 
fehlerhaften Resultaten gelangt, ja, zu solchen Irrthümern, dass die endgültigen Verbesserungen 
mehr von der Wahrheit abweichen, als die uncorrigirten Ablesungen selbst, denn der durch 
genaue Ausfnhrung der Besselschen Vorschriften begangene Fehler k a n  n g r 0 s s e r werden  
a l s  d ie  g r ö s s t e  d u r c h  d i e  R e c h n u n g  gefundene  Verbesse rung .  
Da es mir gelungen ist, mit Htilfe einer theoretischen Entwickelung den ~ e h l b r  zu ent- 
decken und den Werth der berichtigten Methode zu übersehen, da es sich ferner herausgestellt 
hat, dass dieselbe, so allgemein, wie keine andere, anwendbar ist, dabei verhältnissmässig wenig 
Zeit und Rechnung erfordert, und da endlich ein zuverlässiges Urtheil über die Genauigkeit 
des Resultates in jedem einzelnen Falle gewonnen werden kann, so erscheint eine eingehende 
Darlegung derselben geboten. - Wir werden erkennen, dass jener Fehler leicht zu vermeiden 
sei, und dass die fiir einzelne Theile der Thermometerskale gefundenen Verbesseru~gswerthe 
mit einander, zwar nicht identisch sein können, aber doch durch geeignete Reduktionen sich in 
Uebereinstimmung bringen lassen. 
Man mag sich darüber wundern, dass all die genannten Umstände dem berühmten E& 
nigsberger Astronomen entgangen sind, und in der That kann ich nicht glauben, dass derselbe 
wirklich an zahlreichen Thermometern seine sinnreich erdachte Methode gepriift habe, da sonst 
die Lticken derselben ihm sicher nicht entgangen wären. Das von ihm am angeführten Orte 
mitgetheilte Zahlenbeispiel bezieht sich auf ein, - absichtlich so ausgewähltes, - dermassen 
unvollkommenes Thermometer, dass der durch die Methode begangene Fehler verdeckt verden 
musste. Hiezu kommt aber, dass eine gewisse Zahlengrösse, die Bessel meint, willkührlich an- 
nehmen zu dürfen - die Länge eines der Quecksilberfäden - so glucklich gegriffen ist, dass 
sie nahe übereinstimmt mit dem ihr wirklich zukommenden Werthe; dieser aber lässt sich 
streng genommen, nur sehr miihsam im vorliegenden Beispiel genau bestimmen, weil die An- 
ordnung der Beobachtungen nicht ganz allen Anforderungen der Methode entspricht. Zwar ent- 
wirft Bessel schliesslich eine Tabelle .über die aus seiner Rechnung resultirenden Beobach- 
tungsfehler, deren Grösse n u r  i n  e inem Falle ihm zu bedeutend erscheint; allein wir werden 
sehen, dass derselbe Fehler, der der ganzen Darstellung zu Grunde liegt, sich hier schliesslich 
der A r t  aufhebt, dass das Endresultat triigen muss I). 
Ich darf voraussetzen nach Allem, was ich angeführt, dass in Wirklichkeit die Bessel- 
eche Methode niemals ernstlich angewandt worden ist, denn sonst wäre lsngst ein verwerfendes 
Urtheil ober dieselbe laut geworden. Hoffentlich aber gelingt es mir, sie ihrer Mängel zu 
entkleiden und durch ihren hohen Werth zu empfehlen. Wenn ich behaupten darf, dass 
sie in den meisten Fällen einfach, uud bequem auszufiihren ist, so wird manchem Leser viel- 
leicht die dem wenig entsprechende Länge der nachfolgenden Darstellung auffallen. Dagegen 
kann ich erwidern, dass die Untersuchung nur desshalb in d e r  Ausführlichkeit und nament- 
lich mit der Mannigfaltigkeit der Beispiele, wie ich sie mittheilen werde, ausgeführt wurde, 
damit dem Leser eine %hnliche Arbeit erspart bleibe, und derselbe doch Zutrauen zum Resul- 
tat gewinne, das in jedem einzelnen Falle, mit verhältnissmässig wenig Mühe gewonnen wird. 
Auf die Nothwendigkeit zahlreicher Beispiele komme ich spätei- noch einmal zurück, und will 
hier nur noch einen kurzen Ueberblick über den Gang der nachfolgenden Abhandlung 
Mit einem Zahlenbeispiel, wie meist bei Problemen der vorliegenden Art geschieht, 
zu beginnen, schien mir um so weniger wünschenswerth, als Bessel a. a. 0. schon ein solches 
1) darf ich nicht unerwshnt lassen, dass mehre Rechenfehler in dem dort angeführten Beispiel en&aIten 
sind, denen zufolge 19 Werthe der Schlwstabelle der Verbesserungen auf Seite 301 sich anders ergeben. Auf Seite 297 
ist ein Schreibfehler begangen und (70) = --O,14 statt f 0.14 in hchnung gebracht, ferner ergiebt sich der Werth von 
<p (20) nicht wie dort steht = - 2,91 sondern =- 2,824. Indem beeintrachtigen diese Fehler nicht merklich das Endre- 
sultat, %eil sie sich über die ganze Skale vertheilen, und bei der Bildung der arithmetischen Mittelwerthe nur ein geringer 
Bruchtheil +reu Werthes von Einfluss ist. - Auch die kkhl~sstabelle der Beobachtungsfehler scheint mir nicht geuau be- 
rechnet zu sein. 
giebt, und ich im Wesentlichen seinem Gange folgen werde- Eine allgemeine passung des 
Problemes schien mir sweckmässiger (1). Nachdem eine solche gefunden, wird ferner i m e re t e n  
T h  e i 1 e ein dem theoretischen Endresultat entspre(:hend angeordnetes Zahlenbeispiel gegeben, 
welches aber nicht auf ein wirkliches Thermometer, sondern auf eine willki&r1ich fingirte Ver- 
besserungskurve sich bezieht (11)- Dadurch wird es möglich, das Endresultat streng zu Gon- 
trolliren, was sonst nicht thunlich wäre, da das wahre Kaliber einer gegebenen Röhre nicht 
bekannt ist. 
dieses Beispiel schliesst sich die I;"ortsetzung der theoretischen Entwickelung der Me- 
thode an (111). Dann folgen mehre Beispiele, welche mit den zugehörigen Rechnungen mitgetheilt 
werden sollen, da keinem Leser mehr als eine Controlle dieser unliebsamen Arbeit eugemuthet 
werden durfte (IV). Diese Beispiele sind so angeordnet, dass an einem jeden eine besondere 
auf die Anwendbarkeit der Methode sich beziehende Hauptfrage entschieden wird. Hierauf folgt 
die Balibrirung eines wirklichen Thermometers und die Prüfung der Genauigkeit des Resul- 
tates (V). Als Schluss des ersten Theils werden endlich noch einige Andeutungen über das 
Verfahren bei Anstellung der Beobachtungen gegeben (TI). Naah einer eingehenden Darstel- 
lung der Besselschen Methode erschien ein Vergleich derselben mit allen übrigen bisher vorge- 
schlagenen von Nutzen. Diese werden daher i m  zwei ten  T h e i l e  und zwar insbesondere die 
H ä l l s  t r öm sehe genauer, erörtert und letztere mit der Be s s e lschen verglichen und combinirt. 
Im d r i t t e n  T he i l e  der Arbeit soll in Kurzem die Bestimmung der festen Punkte vor- 
genommen, und namentlich die Genauigkeit geprtift werden, die bisherigen Forschungen ge- 
mäss beim Thermometer zwischen 0 und 100 Grad erreicht worden ist. Hieran endlich schliesst 
sich eine Darstellung derjenigen Correktionen an, die in Folge der verschiedenen Ausdehnuug des 
Quecksilbers und des Glases angebracht werden müssen. 
Den 3ten Theil konnte ich nicht ausführlich behandeln, da jede einzelne hierher gehö- 
rende Frage einer ganzen Abhandlung werth wäre. Trotz der vielen ober diesen Gegenstand 
erschienenen Arbeiten zeigt sich derselbe immer noch nicht erschöpft; er reizt vielmehr zu neuen 
Versuchen. Weil solche nur in geringer Zahl. von mir mitgetheilt werden können, und meine 
Hauptaufgabe im ersten Theile erledigt ward, - so wollte ich hier den gegenwiixtigen Stand 
dieser Fragen nur so weit kennzeichnen, als nöthig erschien, um Alles, was zur vollständigen 
Comection eines Thermometers gehört, ausammenzustellen. 
E r s t e r  T h e i l .  
Das der Thermometer nach der Besselschen Methode. 
I. Theoretische Entwickelung und Berichtigung der Methode. 
1. E s  sei die zu untersuchende Thermometerröhre mit einer in annahernd gleiche Ab- 
- 
stände getheilten Skale verbunden. Irgend einen Punkt der letzteren bezeichnen wir mit X, 
und seine Verbesserung mit yx, so dass zu gleichen Aenderungen des inneren Röhrenvolu- 
mens gleiche Aenderungex von X +?X gehören. 
Jedem Punkte der Skale entspricht im AlIgemeinen ein anderer Werth als der beob- 
achtete. Ebenso auch dem Gefrier- und Siedepunkte des Wmsers, e und s, deren Verbesse- 
rungen nach der obigen Bezeichn ungsart cf e und cp s. Diese beiden corrigirten Beobachtungen 
bestimmen alsdann den wahren Gradwerth g eines ntheiligen ~bermometers, so dass fur den 
Skalenpunkt X 
g = n .  x + Y x - ( ~ + ~  
s + y s  --.,(e f y e )  
Nan trenne einen Faden von einer gewissen Länge ab, bringe das untere Ende dessel- 
- 
ben successive auf die unteren Hauptpunkte der Thermometerskale, indem man von 10 zu 10, 
oder 5 zu 5 Grad, fortgeht, und schreibe jedesmal den Ort des oberen Endes an. Dann ver- 
kürze man diesen Faden um ein gewisses Stück, verfahre wie mit dem ersten, und nehme so 
fort immer ktirzere Fäden, setze dieselben an dieselben unteren Hauptpunkte an und beobachte 
- 
je die Skalenpunkte der oberen Fadenenden. 
Nennen wir die unteren Hauptpunkte der Skale A, B, C . .  .. N, und bezeichnen die 
Fäden und später auch die Fadenlängen mit I, 11, I11 ....... (M-I), M; seien ferner die obe- 
...... ren ~ n d ~ u n k t e  d s ersten Fadens a,, b„ q ='I 
die des zweiten .. a2, b2, c2.. .... n2 
die des m t:: .. a m ,  b„ C, .... n m  
so lassen sich sämmtliche Beobachtungen in eine Tabelle bringen: 
Beobach te te  obere  E n d e n  d e r  Fäden .  
Bezeichnung der Fäden: / I. 11. 111. IV. . . . . .  I@-1 3%. 
Untere Enden : 1 
Die den unteren Enden der Fäden zukommenden Fehler oder Verbesserungen nennen wir 
. . . . cp N, und analog die den beobachteten oberen Endpunkten der Fäden entsprechen- 
den Fehler cpa,, cp% ..... ya„ yb,, cpb, ..... cpb„ ....., cpn,, cpnz ..... cpn,. Diese zu be- 
stimmen ist die Aufgabe. 
Es sei I der längste, und M der ktirzeste Faden, und denken wir uns die Beobachtun- 
gen so eingerichtet, dass der Werth von a, kleiner als N, so dass das obere Ende des kür- 
zesten Fadens nicht so weit hinauf reicht, als der letzte Hauptpunkt N der unteren Fadenenden. 
Führen wir ferner folgende Abkarzungen ein: 
a, + %+...-I- a , = m . H a  
bl + b 2 + . . - + b , = m . H b  
n, + n 2 + . . . + n m = m . H ,  
ferner H a J r H b +  .....+ H, _ _  + V z + . . . - + V r n  - = Nb 
n m 
so dass die H und V die arithmet.iuchen Mittel aller Beobachtungen je einer Horizontal- m d  
resp. Vertikalreihe, endlich Xb das Mittel aus allen Beobachtungen bedeutet. 
Nennen wir ferner die arithmetischen Mittel aller Fehler der einzelnen Horizontalreihen 
Qa, @ b  . . . Qn und die arithmetischen Mittel aus den E'ehlern der folgweisen Vertikalreihen @I, 
@, . . . Qrn , endlich den mittleren Fehler sämmtlioher Beobachtungen My. 
2. Wenn alle Fäden nach ein und demselben, aber bisher noch nicht bestimmten 
Maaeiestabe gemessen, die Länge I, I1 . . . . . M haben, so besteht offenbar folgende Reihe von 
Gleichungen, in welchen die Faden successive an ein und denselben unteren Endpunkt A an- 
geseht gedacht werden: 
n, + Y %  - I = A i - y A  
8, + Tam - I C I = A + ~ A  
denn A + cpA ist der oorrigirte, d. h. wahre untere Endpunkt der Fäden, welche bis an die 
wahren Skalenpunkte a, + cpa, U. s. W. hinanreiohten. 
Nennen wir das arithmetische Mittel aller Faden I + Ir + ' ' . ' + = F, so folgt aus 
m 
der Gleichung (1) durch Summation: 
A+cpA=Ha +@, - F  (la) 
Ebenso ist ferner : 
B+q7B=Hb+@b -3'. (2a.) 
rn &&her Weise lassen sioh N Gleichungen herleiten, die wir zusammenstellen: 
A + y A = H , + i P . - P  
B +  cpB=Ha+iPa-F  (3.) 
Nach den Gleichungen (1) und (3), ist aber 
A + p A + I ~ H a + @ a - F + I ~ ~  3.9% 
und ahnliehe Gleichungen ergiebt die erste der Gjoiohungen (2) und die 2. der GFlei0hungen (3) 
U. s. f., folglich ist p a 1 = = H s + a ) a - F + I -  ai 
yb,=Hbf a ' b - F + I - b t  (4. ) 
c p n , - ~ H ~ + @ ~ - F + I - n ~  
Analog wird, wenn wir in den aleicbungen (1) und (2) je die 2. berücksichtigen: 
<p%=Ha+@a-E'+E-ag 
<pbz=Hbf - F +  II-b2 
Q ~ ~ = H , + @ ~  - P + I I - n z  
und endlich: 
Jede der hier zusammengestellten Reihen giebt eine der folgenden Gleichungen: 
=Nb + M V - F +  I -Vi 
Wählen wir aus den hier vorkommenden Faden den ersten als Maass der tibrigen, so 
kammt, wenn die erste der vorstehenden Gleichungen von allen nbrigen abgezogen wird, 
n=v, -V,  +@, -@, +I  
m=v3 - V , + @ ,  - % + I  
Der Sinn dieser Gleichungen ist unmittelbar hreieht zu fassen: Der Unterschied meier 
Fadenlängen ist gleich dem Unterschiede der arithmetischen Mittel aus allen W a h r en End- 
punkten des ersten und denen des anderen Fadens. 
Setzen wir die Werthe von 11, 111. . . . M in die Gleichungen (4) ein, so kommt: 
y>az -Ha + @ a  - P - %  + I  
cpb, ==ab + (Db -3' -bi + I  
cpnm==Hn + a n  -P-n,+I+P,,,-V, f @ n - @ 1  
oder, wenn wir in diese Gleichungen statt der I die Grössen Mb und My eii?führen, indem nach 
der ersten der Gleichungen (5) : F - I -+ V, + @, s + My ist, so erhalten wir: 
3. Die Verbesserungen der unteren Endpunkte der Fäden werden folgende Gestalt er- 
halten, wenn wir in den Gleichungen (la)  und (da) U. s. W. den Werth von F aus der ersten 
der Gleichungen (5) substituireri: 
y A = H a + T l  -Mb-A+!Da+!D, - M ? - I  
y ß = H b + V 1  -adb-B+@b+@l-Mtp-I ( 8.) 
~ ~ = H , + V ~ - M ~ - N + @ , $ ~ - M ~ - I .  
Der Unterschied in der Porm der Gleichungen (7) und ( 8 )  besteht darin, dass den 
letzteren noch der Werth des ersten Fadens I anklebt. - Wenn, wie Bessel gemeint hat, der 
Maassstab, nach welchem die Fäden bestimmt werden, ein willkfihrlioher wäre, so könnte die 
Grösse I unmittelbar in den Gleichungen CS) als Zahl in Rechnung gebracht werden. In  den 
Annahmen, die wir sogleich angeben werden, mittels6 welcher eine erste Annäherung der Feh- 
lergrössen gewonnen wird, ist aber schon ein absoluter Maassstab enthalten, nach welchem alle 
Fadenlängen bestimmt werden mtissen. 
4. Wenn in den Gleichungen (7) die mittleren Fehler aller Horizontal- und Vertikal- 
reihen bekannt wären, so fehlte kein Glied mehr zur Bestimmung der einzelnen Fehler 
Q a, b„ . . ., <p a, ., n rn, denn alle die abrigen Grössen folgen aus den beabachteten Werthen der 
oberen Fadenenden durch blosse Rechnung. Jene sind aber nicht bekannt, und es handelt 
sich nun darum, wie man durch Anndherung aus den Gleichungen (7) die einzelnen Feh- 
ler bestimmt. - 
Bessel setzt die Grössen (Da ,  @I,, . . . . . Qn, @1,@2. .  ., @, särnmtlich = o, und bepündet 
dieses Verfahren folgendermassen: 
E r  nimmt an, dass 1) ,,das arithmetische Mittel aus den Werthen von rjx fiir viele 
verschiedene Punkte in einer Hälfte der Skale näherungsweise eine beständige Grösse sei." 
Und weiter setzt er hinzu: 2) ,,Diese Grösse kann man auch = o annehmen, indem es nicht auf 
die absolute Grösse, sondern nur auf die UnterSchiede der Verbesserungen y x  ankommt." 
Endlich heisst es 3) ,,Diese Rechnungsart führt durch successive Annäherungen zum Ziele, 
desto schneller, je mehr sich die firaussetzung der Wahrheit nähert und je grösser die Anzahl 
der beobachteten Fäden ist." 
Zunächst ist es schwer einzusehen, weshalb auch nur angenähert eine solche Beziehung 
zwischen den Fehlern, wie sie hier angedeutet ist, statt haben sollte, denn aus derselben 
folgt auoh, dass M? = o sei. - ~ e d ~ e n  wir uns die Therrnometer~k~le als Abscissen- 
axe, und die Fehler als Ordinaten einer Curve, Warum sollte letztere nicht jede beliebige Ge- 
stalt annehmen können, fi.  B. die einer Sinuslinie. Wie so1len"die Fehlermittel der Strecke ac 
s. Fig. 1 Taf. I V  gleichwertEg gedacht verden können denen der Strecke cd, und jede von 
beiden e b e n s ~ o s s  wie die aller Fehler von a C 4 b d ? - 
Unsere Aufgabe wird hier sein darzuthun, dass in der That eine rationelle Begmndung 
für die Besselscbe Annahme sich angeben lässt. ES wird sich aber zeigen, dass in Folge 
derselben der NOLwsstab, nach welchem die:Fehler und Fadenlängen bestimmt werden, nicht mehr 
willkfihrlioh ist. Es darf dessbalb auch die Fndenlänge I nicht geschätzt werden, Sondenz wir 
mnssen ein anderes Mittel suchen, um dieselbe ZU ermitteln, und dadurch eine Bestimmung 
der unteren Skalenfehler zu gewinnen. -- Es  wird bald einleuchten, dass die Voraussetzung, 
die Bsssel über die Beständigkeit der mittleren Fehler macht, garnicht ncithig, also kehe Be- 
dingung ist für das Gelingen der Untersuchung. 
Die GSlejchungen (7 j scheinbar m.n an der Zahl, gcften nur frir (m - 1). (n  - 1) 
Gleiehuogen, denn wie man sich leicht aberzeugt, ist in jeder Abtheilung die letzte Gleichung 
eine Folge aller übrigen vorstehenden, ferner die erste Gleichung der letzten Abtheilung (also 
die fnr ip a,) eine Folge aller ersten Gleichungen der fraheren Abtheilungen (d, h. der Glei- 
chungen für ya,, ya2.. . . ~ a ~ - ~ ) ,  ebenso die zweite der letzten Abtheilung eine Folge aller 2 h  
Gleichungen der früheren, U. s. f. - Bei m.n Unbekannten haben wir also rnn - m - n f l 
Gleichungen. 
Fügen wir jetzt noch die Gleichungen der Besselschen Annahme hinzu 
@ s = o  (a, - 0 
@ , , = o  @L = 0 
. . .  
. ., . . . -  , . .  
Q D = 0  @ m =  0 
SO sind dieses m + n - 1 Gleichungen, denn die Gleichung X? = o ist eine Folge sowohl der 
einen, als der andern Reihe, - und zur Bestimmung der m.n Unbekannten liegen uns jetzt 
ebenso viel Gleichungen vor. 
5. Ehe wir dazu abergehen, die Berechtigung zu dieser Annahme und die Bedeutung 
derselben auseinanderzusetzen, dürfte es zweckdienlich sein, dieselbe vorläufig gelten zu lassen, 
und auf Grund der entwickelten Gleichungen ein Beispiel vorziinehrnen, an welchem das Per- 
fahren zur Auffindung der Verbesserungen sbu sf ü h r l  i C h erläutert wird. - Vorerst will ich nur 
noch die Bemerkung vorausschicken, dass Bessel in seiner Abhandlung alle Rechnungen 
mit jeder einzelnen Beobachtung gerade so vornimmt, wie dieselben in der vorangegangeneq 
Entwickelung von Gleichnng (1) an bis Gleichung (7 )  gedacht worden sind. Auch für die 
Grösscn I, 11, 111. . . . M nimmt er Zahlenwerthe an, die aber, wie wir aus den Gleichungen (7) 
ersehen, sämmtlich wieder verschwinden. Für  denjenigen Leser, dem seine Darstellung 
geläufig ist, erwähne ich, dass die dort mit f (,), f(,) . , . . . f (') bezeichneten Fadenfehler 
ganz identisch sind mit den Fäden 11, 111, . .X selbst. I n  der That kann man sich such nach 
Bessel's eigener Darstellung ein grosses Tbeil Bechnung dadurch ersparen, dass man, nicht die 
Fadenlängen schätzt und mit einem Fehlergliede behaftet, in Rechnung bringt, sondern die 
Längen sogleich von Anfang an = o setzt, und nur die Fehler f(,) bis f ( ,) einführt. Die 
verbesserten Fadenlängen werden schliosslich doch dieselben Werthe erbalten. Indes6 
treten weder die geschätzten noch die verbesserten Fadenlängen wirklich in Rechnung, 
denn die theoretische Entwickelung, die vollkommen der von Bessel angegebenen Methode ent- 
pricht, giebt nach der gemachten Voraussetzung für eine Beobachtung k r die Verbesserung 
p k r = = V k f E , - M , -  k , ,  
und dieser Ausdmok ist von keinem der Werthe I bis M abhängjg- 
Um an einem Beispiel die Rechnung durchsufiihren, halten wir uns an den vorstehen- 
den Ausdruck, ermitteln sii,mmtliohe V, und H , ,  und erhalten durch alle mögfichen Combi- 
nationen derselben die erste Annäherung der Verbesserungen ykr. 
2 
Die Beobachtungen wollen wir aber n ~ h  ni&t an einem wirklichen Thermometer 
ausführen, sondern zunächst ein anderes Verfahren einsoMagen, welches zugleich eine Con- 
trolle des Resultats gestattet. 
II. Beispiel, entwickelt an einer willkührlich angenommenen Verbesserungskurve. 
1. Wir wollen annehmen, ein zu untersuchendes Thermometer erheische, damit seine 
Ablesungen auf gleich grosse Volumengrade, nach irgend ein= willktkh-rlichen Maassstabe ge- 
messen, zurückgefcihrt werden, einer Verbesserungskurve, uvie eaia micb, ganz willkührlich 
angenommen, auf Ta£ I Fig. I verzeichnet ist. 
Denken wir nun Quecksilberf%len von constanter !Pempmt!di., also sich stets gleich- 
bleibendem Volumeninhalt, von den unteren Hauptpunkten der Skale buslaufend, und nehmen 
eine gewisse Länge ftlr diese F a e n  an, so können wir bestimmen, bis eu welchem Punkte der 
Skale ein jeder Faden gereicht haben wtirde, denn die Differena dee verbesserten oberen und 
unteren Endes muss constant sein. E s  sei beispielsweise in Fig. 2 T& IV AB die uncorri- 
girte Skale, h e d k g  die Correctionskurve. a und b seien zwei P u n b  der a a l e ,  und wir den- 
* ken uns einen Faden, der die Lange von a b  wahren Graden (d. h. nach dem obengedachten 
Maassstabe) einnehme, lassen diesen Faden aber vom uncorrigirtcn anderen Bnda a auslaufen, 
so lässt es sich leicht bestimmen, bis zu welchem Punkte der uncorrigirten Skale der Faden 
reichen müsste. Statt b werden wir nämlich solch einen Punkt P ftlr das obere Fadenende 
erhalten, dass ßb = 67 = öß - ac. 
(Da die Verbesserungen eines Thermometers nur Brdchtheile der Skalengrade sind, so 
wird es zweckdienlich sein, die Ordinaten unserer Cume nach einem gr6seren Maassstabe zu 
messen, wie auch hier geschehen ist, in der Annahme ß6 = 6y.) - Es iat jebt  die wahre 
Länge unseres beobachteten Fadens, der von a bis ß reicht: 
L = A ß + ß & - ( A a + a c ) = a ß + ß ? i - a c  
= a ß + 8 y - = a ß +  ßb = a b  wahre Grade. 
Wenn der  s e  1 b e Faden von ab  wahren Graden an den Punkt i angesetet würde, und il 
bar - ab, so würden wir für das obere Ende unseres Fadens einen Punkt 1' erhalten, so dass 
11' = l'i', wenn k i  = k'i'. Wir würden also jetzt einen Punkt beobachten, aer aber den un- 
corrigirten Ort der Skale hinausläge. E s  versteht sich übrigens von selbst, dass d a  Zeichen der 
Verbesserungen a c  und ß6, und das der Strecke ß b  stets berücksichtigh werden muss. - 
2. In der E'ig, I Taf. I sei uns nun die Curve der Verbesserungen gegeben. In  der 
Abscisscnnxe sind von 5 zu 50 die Hauptpunkte des Thermometers notirt. Der h s s t a b  für 
die Verbesserungen sei ein lOmal gsösserer als der der Abscissen, so da66 beispihweise bei 100 
der Skale die für gleiche Volumina nothweodige Verbesserung $- Grad aei; ferner bei 300 
etwa - 0,86 Grad, bei 650 ungefähr die grösste erforderliche Verbesserung I= $. 2,6$ Grad. 
Jetzt nehmen wir 8 Fäden: I, 11, . . . V111 an, deren beliebig gewählte Langen k wahren Gra- 
den nach vorliegendem Maassstabe folgende sein sollen: 
I = 550 
11 = 50" 
111 - 440 
IV - 380 
V = 35" 
VI = 30° 
VII = 23" 
V111 I 1.5' 
Diese Fäden denken wir folgweise von den unteren Hauptpunkten des Thermiorneters auslau- 
fend, und verzeichnen die oberen Enden in einer Tabelle, indem wir der vorhin erörter- 
ten Weise verfah~en. I )  
E s  folge hier sogleich die Beobacht~n~stabelle nebst allen Beehau&gen, die sich an die- 
selbe knüpfen; die letzteren zu erklären, soll dann zunächst unsere Auf@be sein. - 
A. Beobachtungen k, nach Taf. I Fig. 1. 
Untere 
Hauptpunkte I. V1 I I i .  V r U  m . H r  I H r  
der Skale. 
49.25 
5 ,58.28 54.01 48.98 43.95 41.26 36.51 29.53 20.85 41 .671 
0 3 58.49 53.28 8 . 8  45.70 41.37 3 4 .  I 46.435 
15 68.04 63.01 57.40 52-35 49.82 45.62 39.38 31.56 407.18 50.898 
61.&2 55.97 5 3 4 3  49.25 43.34 35.84 439.36 54.920 
65.671 59.&1 57.101 tZ2.901 47.021 40.021 472.21 1 59.0% 
30 82.45 , 77.44 70.65 64.46 1 .  S 56.98 51.03 44.42 508.96 63 620 
35 87.46 82.44 76.39 69.59 66.46 61.52 , 55.40 48.52 547.78 68.47.2 
n . V k  563 .24/523.99/478.01]433.17  262.04 3370.52 I I I 1 / I = m . n . M b l  
V P: 70.405 165.499 159.751 154.146 151.392 146.877 140.489 132.755 I / I I I I I 421.314 = 8.  Mb 52.664 = M b  
I Differenz, je 2kr/ Verbesserungen H r - M b  B. Tabelle der B[,+Vk - M b .  
- 6.229 64.176 
C. Erste Verbesserungen 1 (L3 = H r+ V, - Mb -- kr in I/, ooo Graden, graphisch eingetragen 
auf Taf. I Fig. 2. 
'1- 563- 
3- 1.132 
1- 1.046 
3- 599 
- 109 
893 
-1.089- 
143- + 496 + 780 
3- 723 
i-3.340 + 8.414 f 1.914 +2.146 -F 2.430 -62.357 + 1.873 + 3  038 
{-3.3381-2.41O~l.9M/-2 1461-2.4321-2.3591-1.8751-3.036 
86t 
- 222 
f 242 
1- 585 
- 986- 
- 797 
- 363 
$ 30 
-- 
f 415 
- 149 
985 
-1.247-1.133- 
Die Tabelle A enthiilt die Beobachtungen. die auf folgende Weise gewonnen wurden: 
Denken wir uns die 8 Fäden folgweise von den in der ersteil Vertikalkolumne der 'Tab. A 
verzeichneten unteren Hauptpunkten der Skale ausgehend, so entsprechen särnmtliche Zahlen 
der nun folgenden Vertikalkolumnen den oberen Enden der Fäden. Setzt man als0 die fin- 
girte Curve als Verbesserungscurve voraus, so muss jeder Faden mit ~erncksichtigung der 
Verbesserungen seiner beiden Endpunkte die auf Seite (10) willkührlich und beliebig angenom- 
mene Länge haben. Wir bezeichneten mit B e s  so1 den Fehler eines ~kalenpunktes X mit <p% 
also muss beispielsweise 
I = 550= 5 3 . 4 5  + yJ (53.45) - (00f cp(0)) f4ein. 
In der That ist ~ ( 0 )  = 0 und 1 (53.4.5) = 10 . 55, folglich I = 55'. In der Ho- 
rizontalreihe der Beobachtungen reichte derselbe Faden vom unteren Hauptpunkte 5' bis 5s0.28 
aber (p (680 . 28) = + 20 .38 
und y(kiO) = + 0 . %  
also die wahre Länge I = 580 . 25 + 20 . 38 - (50 + 00. %), welches wiederum richtig 55O giebt. 
2 * 
8401- 385 
- 861 0.26 
- 537 722 
+ 5671+2.083 
- 194 + 587 f 218 + 443 f 654 
f 57 + 818 
- 34 
- 420 
- 657 
- 595 
- 169 + 415- 
- 5C9 
- 117 
+ 339 + 853 
+ 912 
- 24 
- 571 
- 829 
- 903 
709 
+ 43 831 + 740 +1.165 897 I 
Beobachtungsfehler von einigen hundertstel Graden können wohl begangen werden, 
weil, namentlich an schnell steigenden Stellen, die Schätzung dieser Grössen .schwierig wird. 
Um noch die negativen Verbesserungen zu berühren, sehen wir denselben Faden von 55O wah- 
rer Länge vom untercn Hauptpunkt 300 bis 820. 45 rciohcn. 
Aber y(8'2O.45) = + 1 .69  
undy(300) =- 0 . 8 6  
und 820,45 + 1 0  .69 - (30° - O0 . S6) = 520, 46 + 2 . 5 5  = 550. 
Der Leser wird sich leicht vorstellen können, wie durch methodisch gedachte successive 
Annäherung man schnell den Punkt der Skale trifft, der der beobachtete Endpunkt sein muss. 
Dieser lässt sich allemal leicht nachher verificiren, wie solches im vorstehenden Beispiel ge- 
schehen ist. - Die Schätzungsfehler entsprechen ganz und gar den Beobachtungsfehlern, die 
am wirklichen Thermometer unvermeidlich und einer zwiefachen Begründung fähig sind. Die 
Ablesung der oberen und unteren Enden einerseits, und die durch geringe Temperaturschwan- 
kungen bedingte Volumveränderung der Fäden andererseits verursachen dieselben. 
3. Für jeden der S Fäden sind also die oberen Enden verzeichnet, nachdem sie folg- 
weise an die 8 unteren Hauptpunkte angesetzt worden. 
Neben dcn Beobachtungen des letzten Fadens findet man unter der Rubrik m . H,  die 
Summe allcr Beobachtungen einer Horizontalreihe, dann weiter unter H ,  die Zahlen der vori- 
gen Reihe dividirt durch 8, - also das arithmetische Mittel der oberen Endpunkte aller 
Fäden, die von ein und demselben unteren Hauptpunkte ausgingen. 
Ebenso sind unmittelbar unter jeder Vertikalrcihe der Beobachtungen die Summen und 
sogleich daruuter unter der Rubrik Vk die arithmetischen Mittel aller oberen Enden je eines 
und desselben Fadens verzeichnet. 
Unter der Rubrik m . H, giebt die unterste Zahl die Summe sämmtlicher Beobachtun- 
gen der oberen Enden. Diese Zahl ist bloss zur Controlle für die Richtigkeit aller Additionen, 
die soeben ausgeführt sind, berechnet. Die Summe der Horizontalrcihe n .  Vk und die der 
Vertikalreihe m . H, muss ein und dieselbe sein. Ebenso inuss zur Controlle für die Richtig- 
keit der gewonnenen arithmetischen Mittel, die Summe 421,314 sich identisch für die Summe 
der H,  wie für die der Vk . ergeben. Diese Controlle erspart cin doppeltes Rechnen. Das 
arithmetische Mittel aller H, oder Vk giebt aber die mittlere Beobachtung, hier also Mb = 
52 . 664; eine Grösse, die, wie aus der entwickelten Theorie hervorgeht, sofort in Bechnung tritb. 
Wird uun der Werth von M b  von allen Zahlen unter H, abgezogen, so entstehen die 
Zahlen, die in der ersten Rubrik der zweiten Gruppe von 8 X 8 Zahlen als Eingang der Ta- 
belle verzeichnet sind unter der Ueberschrift, H,-BIb.  Diese  v e r t r e t e n  d ie  Verbcsse-  
rungen  der  u n t e r e n  E n d e n ;  denn nach Gleichung (8) unserer Entwickclung sind die un- 
teren Enden verbessert: A + y A = H , - M b + T T l  -1 
- B + p B = H b - - D l b + V 1  - I  
N + ~ N = H , - M ~ - + V ~  - I  
Sie unterscheiden sich von den Zahlen jener Rubrik nur durch den Werth einer Constanten 
V, - I ,  die indess unbekannt ist, da I nicht ~ i l l k ü h r l i ~ h  angenommen werden darf. - Wenn 
eine der Verbesserungen dieser unteren Hauptpunkte bekannt wird, so giebt die gedachte 
Columne unter H,  - Mb (ebenso gut übrigens auch die Werthe der H,) die Verbesserungen 
aller übrigen unteren Hauptpunkte. 
Jetzt bilden wir die Tabelle der V k  + H,  - &Tb , indem jede einzelne der unter 
H, -- M b stehenden Zahlen zu den einzelnen zu jedem Faden gehörigen V k hinzuaddirt wird. 
Ich brauche kaum anzudeuten, dass diese Rechnung sehr vereinfacht wird dadurch, dass in den 
folgweisen Horizontalreihen nur ein und dieselbe Zahl hinzuaddirt zu werden braucht, so dass, 
wenn beispielsweise die erste Horizontalreihe niedergeschrieben ist, man die zweite erhält, in- 
dem man allen Zahlen der ersten Reihe die Grösse 5,399 zuzählt (d. i. die Differenz von 
- 10.993 und - 16.392 unter )I[* - Mb, oder einfacher noch die Differenz 41.671 - 36.272 W- 
ter H ,  ). Nicht überiiüssig scheint es zu bemerken, dass auch jetzt arn Schlusse dieser zwei- 
ten Tabelle eine einfache Controlle far die Rechnung dadurch geboten wird, dass man prüft, 
ob wirklich die letzte Zahl unter H ,  - N b  zu allen V k  addirt, die' letate Horizontalreihe lie- 
fert. Sobald die Controlle in einer Reihe nicht stimmt, so sind die Additionen bloss i'n dieser 
Vertikalreihe zu revidiren. 
Endlich sieht man jetzt zu, um wie viel die Werthe dieser zweiten so eben gewonne- 
nen Tabelle von den entsprechenden der ersten abweichen, und notirt die Differenzen je zweier 
in entsprechenden Stellen liegenden Zahlen in ähnlicher Weise in einer dritten Tabelle, die 
nun der entwickelten Methode gemäss die ersten Verbesserungen der gegebenen Beobachtungen 
enthält. - Die so eben dargethane Rechnungsoperation ist angedeutet in der Ueberschrift: Ta- 
belle der Verbesserungen = V k + H, - Mb - k r. 
Die Summe der Fehler jeder Vertikalkolumne sowie jeder Horizontalreihe muss sich 
hier = o zeigen, da allgemein angenommen ist, dass alle Q k  und @, = o sind. Desshalb ist 
unter der Tabelle der Verbesserungen erst die Summe der positiven, dann die der negativen 
Fehler notirt. Das Wort ,,Controlle" am Eingange dieser beiden Horizontalreihen deutet dar- 
auf hin, dass diese letzte Operation bloss ausgeführt wird, um sich davon zu überzeugen, dass 
bei der Bildung dieser dritten Tabelle kein Rechenfehler begangen, und sämmtliche Differen- 
zen richtig gebildet worden sind. Der Unterschied der positiven und negativen Fehiersummen, 
der höchstens soviel Einheiten der letzten Stelle, als Horizontalreihen vorhanden sind, betra- 
gen kann, ruhrt davon her, dass bei der Auswerthung der arithmetischen Mittel eine Unge- 
nauigkeit in den Tausendsteln (in unserem Falle bei der Division durch S) entstehen kann. 
Bis auf die dritte Decimale sind die Rechnungen ausgeführt, bloss damit die zweite mit Sicher- 
heit gewonnen werde. 
Bis hierher ist das Resultat der Rechnung ganz dasselbe wie bei Besse l ,  nur ist durch 
Benutzung der entwickelten Formeln die Menge der Operationen bedeutend verringert; über- 
flüssige Rechnungen, insbesondere die Addition willkührlich geschatzter Fadenlängen, und de- 
ren nachherige Subtraktion in anderer Gestalt, sind gänzlich vermieden. 
4. B e  s s e 1 empfiehlt nun weiter, die vorliegenden Fehler lexikographisch zu ordnen, 
je nach den Abscissen, zu denen sie gehören. Nahe zusammenliegende Abscissen oder Skalen- 
punkte werden zu einem arithmetischen Dlittelwerthe vereinigt, und dann wird angenommen, 
dass das arithmetische Mittel der jenen Skalenpunkten zugehörigen Fehler jenem Mittelwerthe 
der Skale als Verbesserung zukäme. - 
Zweierlei lässt sich gegen dieses Verfahren einwenden: Erstens raubt schon das Ord- 
nen der Beobachtungen der ersten Tabelle sehr viel Zeit, und solche umständliche Operationen 
allein dürften bisher Viele gegen die ganze Methode eingenommen haben. Dann aber, selbst 
wenn wir von diesem mehr äusserlichen Momente absehen, riskirt man in der That weit von 
einander abstehende Correktionen in einen Mittelwerth zu vereinigen, der namentlich an sol- 
chen Stellen, wo die zu findende Curve Maxima oder Minima hat, weit abliegen dürfte von dem 
eigentlichen, diesem Skalenpunkte entsprechenden Fehler. - 
Ich habe es desshalb vorgezogen, auf graphischem Wege solche ~it telwerthe aubusu- 
c'uen. Demgemäss werden die jedem einzelnen Faden angehörigen Verbesserungen der oberen 
Enden als Ordinaten der in der Tabelle der k ,  angegebenen, entsprechenden ~ibscissen auf 
Taf. 1 in Fig. 2 grapllisch aufgetragen, die nahezu von 5 zu 5 Grad von &mnder entfernten 
Ordinatenendpunkte aus freier Hand mit einander verbunden und dann die Mittel aller Ordi- 
naten über ein und derselben Abscisse gesucht und bezeichnet. allerdings begegnen wir auch 
hier zweierlei Uebelständen. Das Verfahren erscheint näinlich umständlich, insofern es ein liniir- 
tes Papier irgend welcher Art erfordert. Wenn auch hier von diesem ganz und gar äusser- 
liehen Umstande abgesehen werden darf I), so verhält es sich doch anders mit dem Verbinden 
1) In den meisten Fallen genagt selbst ein aus freier Hand mit Hiilfe des Lineals q d i r t  gezogenes Papier. 
der Ordinatenendpunkte aus freier Hand. Es bleibt hierbk ein gmries Theil Willkühr nach, 
und in der That wurde man bei zwei nach einander angesta* Amfuhrungen wenigstens in 
den Hundertsteln, DifTerenzen für daa zu suchende arithmetische lldittsl wahrnehmen. Diesem 
Uebelstande wird aber gänzlich dadurch entgangen, dass, wie wfir mhen werden, eine zweite 
Annäherung fast in allen Fällen unumgänglich nothwendig emcbint, und durch diese etwaige 
Fehler bei der Bildung jener Mittelkurve ausgeglichen werden. 
Von andrer Seih  erhellt aber der bedeutende mehrfache V&eil: das Verfahren ist 
schnell und leicht ausfiihrbar, dann bei weitem genauer als die ohnehin umständliche Rech- 
nung, die B e s  s e l  statt dessen empfiehlt, endlich aber gewinnt soch den Vortheil, besser 
zu übersehen, in wie weit die ersten Verbesserungen einander widemprechen, d. h. wie weit sie 
von einem Mittelwerthe abweichen, oder andererseits, in wie weit sie bei dieser ersten Annähe- 
rung schon mit einander übereinstimmen. Namentlich wird der continuidiche Verlauf aller zu 
einem Faden gehörenden Correktionen darauf hindeuten, dass die Veriinderung des Kalibers 
eine allmählige, während ein Zu- und Abnehmen der Verbesserungen in verhiditnissmässig nah 
bei einanderliegenden Skalenpunkten auf stärkere, auch plötzliche V n des Kalibers 
hinweist. Ein Beispiel dieser letzten Art wird später angeführt werden. 
5. Sehen wir jetzt zu, welche Verbesserungen durch die einzelnen Fäden (Fig. 2. 
Taf. I) erhalten werden, so scheinen dieselben zunächst bedeutend von denes der ursprüngli- 
chen Curve (Fig. 1 )  abzuweichen, doch aber unter einander nioht sehr m h i e d e n e  Werthe 
an identischen Skalenpunkten zu besitzen; die grösste Differenz bei der Abmisse 61,4 beträgt 
etwa 0,6 Grad, denn der sechste Faden giebt die Correktion + L165, und der dritte Faden 
+ 0,587; jener für die Abscisse 610.52, dieser ftir (;1°,42, wie aus der Rehuagstabelle ersicht- 
lieh ist. - 
6. Für die Curve der arithmetischen Mittel in Fig. 2 sind aussm den 64 Verbes- 
rungen der 8mal 8 oberen Fadenenden, noch die einmal S Correktionen der unkeran Enden hin- 
zugenommen. In  der That haben diese Verbesserungen dasselbe Gewicht, * die der oberen 
Enden, da nach den Gleichungen (8) derselbe Fehler in der Annahme + @, - My =I 0 
U. s. W. gemacht wird, wie für jeden Fehler, der durch die Gleichungen (7)„pwmnen wird. 
Hicr aber tritt dcr wesentliche Unterschied gegen Bcssel hervor. Die ~ ~ ö s e e  V, in Glei- 
chung (8) sowie die Länge I tritt bei Bessel in Rechnung, denn V, ist das bekannte arithmetische 
Mittel aller oberen Enden des ersten Fadens und die Länge I ist dort willktihrlich geschäßt und 
gleichfalls in Rechnung gebracht. Durch dic letztere Schätzung i s t  ein grösaerar  oder  g e r i n  - 
g e r e r  F e h l e r  i n  s ä m m t l i c h e n  Verbesse rungen  der  un te ren  H a u p t p u n k t e  begangen, 
und je grösser die Abweichung von der bereits bestimmten aber noch unbekannhairr.Lange des Fa- 
dens I ist, um so mehr wird die gesammte Correktionskurve verdorben. B8i dem Besselschen 
Beispiele ist zufällig die Grösse I zienilich richtig geschätzt, obwohl durch d a  geringen Fehler 
die ganze Curve der Verbesserungen merklich afficirt wird. 
Um nun die, wie oben erörtert, durch die Werthe von H = - 31 a, oder H , ,  vertrete- 
nen Verbesserungen zu benutzen, nehmen wir die Verbesserung des unteren H ~ ~ t ~ m k t e s  350 
so an, wie sie sich als Mittel der aus den oberen Fadenenden gewonnenen CJOmektionsgrössen 
ergiebt. Unter 350 der Abscisse findet man aber das Mittel = - O1m0. um die Verbesserung 
der iibrigen Hauptpunkte zu finden, notire man die Differenzen der zahlen Hr - Mb, oder was 
dasselbc warc, die Differenzen irgend welcher Zahlen einer Vertikalreihe der =weiten Tabelle 
(sub B ) ,  wie solches in obiger Rechnung neben der Tab. B geschehen ist. Die nebcnstehen- 
den ,,Verbesserungen der unteren Hauptpunktecc ergeben sich dann unmittelbar* indem man die 
von 50 abweichende Differenzgrösse von jeder unmittelbar vorhergehenden Verbesserung abeieht. 
So ist beispielsweise 
die Verbesserung von 35' = - 0 600 
hiervon ab die Abweichung = - 0 - 148 
die Verbesserung Von so0 = - 0 452 
hiervon ab die Ab~eichung = - 0.306 
die Verbesserung von 250 =5 - 0.046 
U 
hiervon ab die Abweichung = - 0.894 
die Verbesserung von 20P = + 0.848 
U. 8. W. U. 8. W. 
Die auf diese Art gefundenen Verbesserungen sind mit der Bezeichnung U in die graphische 
Zeichnung der Fig. 2 aufgenommen. Von der Abscisse 3e0 an abwärts bis zur Abscisse 150 
wirken die Werthe dieser Verbesserungen mit zur Bestimmung des arithmetisohen Mittels. 
Man könnte sich die Berücksichtigung der unteren Enden ganz bei der ersten 
erspares und dieselben erst bei der zweiten Annäherung, die wir sogleich aufsuchen werden, 
ermitteln; aber es werden erstens wirklich in fördernder Art die Correktionen der Skale 
von 15 bis 350 dadurch berichtigt; dann aber ist es von Interesse zu sehen, um wie viel 
bei der zweiten Annäherung die alsdann gewonnenen Verbesserungen von denen der ersten 
abweichen. 
Bei Bessel werden diese Verbesserungen der unteren Enden ganz unnöthigerweise bei 
der ersten Annäherung ausgewerthet. In  seiner Darstellung werden nämlich die Fadenlängen 
bei der zweiten Annälierung an die unteren Enden angesetzt, nachdem diese soeben durch Sub- 
traktion der Fadenlängen von den oberen Enden gefunden worden. Ueberhaupt werden nur 
die endgültigen Bestimmungen der Verbesserungen d e r  u n t e r e n  E n den  wirklich berücksich- 
tigt, und desshalb sind dieselben auch falsch und beeinträchtigen die Bestimmung der oberen 
Verbesserungen, die für sich zwar richtig gewonnen wurden, aber mit einem bedeutenden Auf- 
wande unnöthiger Rechnung. 
6. Gehen wir jetzt über zur zweiten Annäherung, bei welcher wir, im Gedanken der 
Methode, wiederum dem Vorgange Bessels folgen. 
Wir stellen demgemäss die verbesserten Beobachtungen, nebst allen Rechnungen, die sich 
an dieselben ankndpfen, zusammen. Diese wollenwir alsdann erläutern undtheoretisch rechtfertigen. 
A'. Verbesserte Beobachtungen k', nach dem Mittel auf Taf. I Fig. 2. 
Untere 1 I ,  Bruptpund I' I 1u. / IV. V. 1 VI. 1 
- 
C'. Zweite 'Verbesserungen = H',+ V'B- 31 'b- k t r  in I / , , , ,  Grad graphisch eingetragen 
auf Taf. I Fig. 3. 
1 *I. 1 IV. ' l L ,  1 I. , I I I I I I V. / VI. i V11 , I 
Unter der Ueberschrift ,,Verbesserte Beobachtungen k', nach dem Mittel auf Taf. I. 
Fig. 2" findet man die erste Beobachtungstabelle reproducirt, und zwar so, dass jedem auf Seite 
11 Tab. A verzeichneten Werthe die graphisch gewonnene Verbesserung hinzugefügt ist. 
Auf diese Weise erhalten wir Beobachtungen an einem annähernd gebesserten Thermometer, 
und wenn die unteren Hauptpunkte mit ihren Correctionen an den Eingang gesetzt würden, 
so müssten die Differenzen der Zahlenwerthe dcr Tabelle und der corrigirten unteren Haupt- 
punkte lauter gleiche Werthe, und zwar die der Padenlängen I bis VHI ergeben, wenn die 
Correctionen vollkommen genügen sollten. Indess findet diese Gleichheit keineswegs statt, ob- 
gleich die Abweichungen bedeutend geringer sind wie die, welche man nach der ersten Beob- 
achtungstabelle erhielte. Desshalb nehmen wir diese verbesserten Beobachtungen als Ausgangs- 
punkt einer neuen Rechnung ganz identisch mit der friiheren an. So wenig wie dort, brauchen 
auch hier die Fadenlängw nicht berücksichtigt zu werden, da mir aus der Gleichung (7) erse- 
hen, dass sie nicht das Resultat beeinflussen. Da wir jetzt von den verbesserten Beobachtun- 
gen ausgehen, und in der dritten Tabelle der vorstehenden Rechnung (C')  die Werthe sub B' 
von denen sub 8' abgezogen haben, so erhalten wir in C' die „zweiten Verbesserungen", d. h. 
W e r t h e ,  d i e  denen d e r  z u e r s t  e r h a l t e n e n  N i t t e l k u r v e  h i n z u g e f ü g t  w e r d e n  
m ü s s e n ,  nachdem. wie in Fig. 3 Taf. I geschehen, das Mittel für die zweite Verbesserung ge- 
funden worden. Diese zweiten Verbesserungen übersteigen den Werth eines I/,,, Grades bloss 
an den beiden Enden der in den Beobachtungen vorkommenden Abscissen. Die Werthe der 
~unktir ten Mittelkurve Fig. 3 sind nachher in Fig. 2 denen der zuerst gewonnenen Mittelkurve 
hinzugefügt, und dadurch ist die punktirte Correctionski~rve in Fig. 2 entstanden. 
Die ~erbesserungen d e r  u n t e r e n  E n  d e n  sind ganz dem friihcren analog gexonnen ; 
die leichte einfache Rechnung steht in den beiden letzten Vertikalkolumnen neben der Tab. B'. 
Die Verbesserungen für den unteren Hauptpunkt 350 ist aber jetzt = - 00 .680 gesetzt, weil 
die ncue punktirte Nittelkurve s / , ~ ~  Grad unter der ersten Mittelkurve liegt, bei der Abscisse 
350; - die Correlrtionspunkte treten in der Zeichnung hervor durch das Zeichen a. 
Von 350 der Skale abwärts bis O0 ist jetzt erst die punktirte Mittelkurve 
worden. Man überzeugt sich leicht davon, dass die Verbesserungen der unteren Hauptpunkte 
nicht bedeutend sich geändert haben. Der gr6sste Unterschied gegen jene ersten Correktionen 
beträgt Is/„, Grad bei der Abscisse 20°. 
8. Die zweite Annäherung erscheint nothwendig 
1) hauptsächlich wegen der Correktionen der obersten Skalenpunkte, und um die durch 
die freigezogenen Handkurven herbeigeführten Fehler zu vermeiden, 
2) um sich davon zu überzeugen, wie gross die zweiten Verbesserungen im Vergleich 
zu den ersten sind, wodurch man ein Urtheil dartiber gewinnt, wie weit die jetzt erhaltene 
Correctionskurve zuverlässig ist. I 
Kehren wir noch einmal ZU den Gleichungen (7)  zuruck, um nachträglich das bei der 
zweiten Rechnung eingeschlagene Verfahren zu erlilutern. 
Durch die verbesserten Beobachtungen ist jeder Zahl k , der ersten Tabelle A e i n e  Gtr6sse 
y~ok,, a u s  d e r  a r i t h m e t i s c h e n  M i t t e l k u r v e  e n t n o m m e n ,  h inzugefüg t .  Dadurchsinddie 
Grössen ak und @, in zwei Theile getheilt, von denen der eine durch die gewonnene Correk- 
tionskurve bekannt und mit der entsprechenden Beobachtung in einen Ausdruck verbunden in 
der Tabelle Ar verzeichnet ist, SO dass hier die Beobachtung k' T = k, + ,g~k,. 
Alle die Ausdrücke H„ Vkl und Mb werden jetzt mit einem Theile der zugehörigen <9, 
Qk pnd Bd<p verbunden in den Gleichungen (7 )  gedacht und mit H'„ V'k und Mrb bezeichnet. - 
Die Gleichungen ( 7 )  können nämlich geschrieben werden 
cp'k.=H.+@Or+ V k f  @Ok-(Mb+MO,g) - k, - pOkr+cprr+cplk-M'y 
und setzen wir analog dem Verfahren bei der zweiten Annäherung 
die neue Beobachtung kr , = k . + pOk , 
die neuen arithm. Mittel H' , = H, + W ,  
V'.= V, + 0% 
M'b =Mt,+ M ~ Q ,  
so lauten die Gleichungen (7) jetzt 
,glkr = H', +,Vr. - Mrb - kl. -/- @Ii, + (D'k  - Mr,g (7 ' )  
und ganz wie fruher suchen wir die Fehler ,grk, zu bestimmen, indem wir jetzt wiederum setzen 
@' r -@rk=M' ,g=o .  
9. E m  zu sehen, ob die dritte Annäherung noch wesentliche Veränderungen her- 
beiführt, folge hier noch die Berechnung der zweimal verbesserten Beobachtungen. Ganz ähn- 
ich wie früher treten jetzt die genaueren Werthe H", , V" :, und M" b in Rechnung. 
Berechnung der dritten Annäherung. 
Alr. Verbesserte Beobachtungen k" . nach dem graphischen Mittel Fig. 2 Taf. I. 
- - - - 
1 11. l I. I 1 111, xv. v, 1 n. I ni. vni. 1 I H,,. 
I I I I I i I 51 .456 / 46.789 ) 40.266 ] 3.2.766 421 .228 bess. : V " k. I I I 52.658 = Mb" 
Differenzen der 
B". Tabelle der zweimal verbess. H ", + Vk " - - M " b .  verbesserten unte- der 
~ ~ ~ ~ t ~ ~ ~ k t ~ .  unteren Hauptpunkte 
53.868 49.174 43.544 37.918 35.094 30.427 23.904 16.404 5of0.301 
I 
+ 2.299 
58.169 53.475 47 .845 42.219 39 .395 34.728 28.205 20.705 50 - 0.183 
63.986 59.292 53.662 48.036 45.213 40.545 34.028 26.522 50 - 0.453 + 2.417 
68.533 63.839 58.209 52.583 49.759 45 .092 38.569 31 .069 50 - 0.954 + 1.964 
72.579 67.885 62.255 56.629 53.805 49.138 42.615 35.115 50-0.930 I I +1.010 76.649 71.955 66.325 60.699 57.875 53.208 46.685 39.185 50-0.478 f 0 . 080  81.171 76.477 70.827 65.221 62.397 57.730 51.207 43.707 50-0.282 -0.398 85.889 81.195 75.565 69.939 67.115 62.448 55.925 48.425 -0.680 
3 
C". Tabelle der dritten Verbesserungen y' 'k , = H1l,+V1l,-M"b- k", in '/iooo Grad 
10. Man könnte versuchen, die Werthe der Tab. C" noch zu einem arithmeti- 
schen Mittel zu vereinigen, allein sämmtliche hier eintretende Correktionen fallen bereits in 
das Gebiet der Beobachtungsfehler, die bei Schätzung der Ordinaten der graphischen fingirten 
Curve (Fig. 1) unvermeidlich waren. - Bloss die letzte Beobachtung des VII. Fadens giebt 
eine Verbesserung - 0,125, gehörig zur Abscisse 550.40 (wie aus der ersten Beobachtungsta- 
belle zu ersehen), ein Werth der zu gross erscheint und wohl zu beritcksichtigen wäre, wenn 
nicht andrerseits die meisten dieser Gegend der Skale zukommenden dritten Verbesserungen 
sehr klein, ja mehre sogar positiv wären; so namentlich die beiden ersten Correktionen des I. 
Fadens. E s  war zu vermuthen, dass ein grösserer Beobachtungsfehler in Herstellung der Beob- 
achtungstabelle A an dieser Stelle begangen worden. Durch diese Vermuthung versnlasst, 
wurde die bezügliche Beobachtung einer erneuerten Verifikation unterzogen, und es ergab sich in 
der That, dass für die letzte Zahl der VII  Col~mne in A (Seite 11) statt 55-40 eigentlich 55 .24 hätte 
genommen werden miissen, denn Q (550.24) = + 1°. 90 
und y (350) = - 0.86 
also 55024 + y (550.24) - 1350 + (350)] = 570.14 - 340.14 = 230 
und 230 sollte der siebente Faden lang sein. - 
Ich habe es nicht für nöthig erachtet, die ganze Rechnung von neuem vorzunehmen, 
da dieser Fehler geeignet erscheint, darzuthun, wie ein grosser Beobaclhtungsfehler sich kund thut. 
Die dem oberen Theil der Skale zukommenden Verbesserungen, die höchstens C/,/„ Grad 
betragen, sind in der graphischen Mittelkurve noch aufgenommen. 
11. Augenscheinlich reicht die endgültige Correktionskurve bedeutend von der Aus- 
gangskurve Fig. 1 ab, und wir wollen jetzt darthunj, dass sie in der That jene erstere 
vollkommen ersetzt. - 
Die gefundene Curve durchschneidet die Ausgangskurve unter der Abschisse 370.50; 
ZU beiden Seiten dieses Dur~hschnitts~unktea werden die Differenzen 'der Ordkaten in entge- 
gengesetztem Sinne immer grösser und grösser. - 
Zunächst will ich zeigen, dass die genannte Differenz der Ordinaten fast genau propor- 
tional ist der Entfernung der verbesserten Skalenpunkte von der verbesserten Abscisse des 
Durchsclinittspunktes. Dazu dient die nachfolgende Tabelle, in welcher die dritte Columne sub 
A die obengenannte Entfe~nung eines verbesserten ~kalenpunktes von jenem Durchschnitts- 
punkt giebt, die folgende Rubrik unter aA einmal die berechneten Werthe ftir a = 0,063, 
dann nebenbei die beobachtete DiEerenz der Ordinaten der Mittelkurve pig. 1 und 2. - 
Vergleich der (fingirten) beobachtetcn Curve Fig. 1, mit der durch zweimalige Annäherung 
berechneten Fig. 2 auf Taf. 1. 
Die Differenzen der beiden Columnen unter a A  betragen höchstens Grad. In der 
Fig. 1 findet man durch Kreuze die durch Addition der berechneten Werthe sub aA gewonne- 
nen Ordinaten-Endpunkte verzeichnet. Durch  e ine  i n  a n g e d e u t e t e m  S i n n e  vo l l zogene  
D r e h u n g  de r  g e f u n d e n e n  w i r d  a l s o  d ie  u r sp rüng l i che  C u r v e  f a s t  v o l l k o m m e n  
wieder  he rges te l l t .  Die grössten Ab~eichungen sind durch das Zeichen: ( !) in vorstehender 
Tabelle angedeutet. Sie lassen sich leicht durch das eingeschlagene Verfahren entschuldigen. 
Der hbscissenpunkt 850.0 konnte nicht mit gleicher Genauigkeit, wie die übrigen Verbesserungen, 
gefunden werden, meil zu wenig Beobachtungen dieser Skaleiigegend vorlagen. Bei 75O tritt 
die sehr starke Biegung der Curve als Ursache einer schwierigen und desshalb ungenaueren 
Schät~ung auf (bei der Abscisse 550 weichen trotz des oben besprochenen Beobachtungsfehlers 
die Curven nicht erheblich von einander ab, weil der Einfluss der letzten den 7 andern Beob- 
achtungen gegenüber zu sehr geschwächt wird). Endlich bei den letzten Abweichungen ist es 
das Ziehen der Curve aus freier Hand, die eine gewisse Wiljkühr im Vesfahren mitbrachte. 
In der That durfen wir uns vorstellen, dass an den genannten Stellen schon die AUS- 
gangskurve anders gestaltet wäre, z. B. grade so, wie sie durch die Kreuze bestimmt wurde, 
und auf unserer Beobachtungstabelle könnte in Folge dessen keine einzige Zahl sich ändern, 
da die Ordinaten der Ausgangskurve für die Abscisse 20.5; 170.5; 2205 nirgends in Betracht 
kommen. Die erste Beobachtung des siebenten Fadens fällt zwar in die Nähe des l e b e n a n n -  
ten Skalenpunktes, aber hier ist die Neigung der Curve wiederum eine sehr bedeutende. 
Kehren wir zur theoretischen Darstellung zurück, die, nach ausfuhrlicher Erörte- 
rung eines Beispieles dem Leser leicht verständlich sein wird. 
3* 
I 
uncorrigirte com+te "Abscisse = t r. Abscisse = kr + kr a A  k +  kr  - d (d = 36.71 ) berechnet. I beobachtet,. Differenz in %OO Grad- 
III. Fortsetzung der theoretischen Entwickelung 
1. Wir hatten p e h e n ,  dass ein Grad bestimmt wird durch die Gleichung: 
(X  + (PX) - (e + '?e) G = n  - (8 + ~ 6 )  -- (0 + <fe) 
Han abersieht nun bald, dass jedem Werth von y 1) irgend ein constanter Werth b und 
2) ein Stück a (X + ?X - d) ,  proprotional dem wahren Skaleripuiikt X + yx, von einem be- 
liebigen ~nfangspunkt d an gerechnet, hinzugefügt werden kann, ohne dass der Gradwerth von 
8 sich sndert. Statt ?X kann also gesetzt werden 
y ' x = y x + u ( x + y x - d ) + b .  ( a )  
Dadurch wKd G - ( x + ? x + ~ ( x +  ( P X -  d ) + b )  - ( e + y e + a ( e + y e - d ) + b )  
- n' 8U (8  + rps - d )  + b)  - ( e  + ye  + a (e  + ye  - d )  + b)  
welches identisch mit dem obigen Werth, da - a d  f b subtraktiv sich hebt, und dann 1 + a 
oben und unten als Faktor dasteht. 
Daraus folgt, dass wenn wir sämrntliche Ordinaten in einer der Gleichung ( a j  entspre- 
chenden Art ändern würden, die Beobachtungstabelle A auf Scite 11 doch genau dieselbe ge- 
blieben wäre; nur d i e  F a d e n l a n g e n  m ü s s t e n  p r o p o r t i o n a l  v e r ä n d e r t ,  d. h. nach einem 
andern Maassstabe gemessen werden. - 
Nennen wir nun, auf die Gleichungen (7)  zurückgehend, rp ' kr die gefundene VerbosSe- 
rung, so ist, da allgemein 
y k r  = % r + V k -  M b - k r + ( D k + @ r - M y  (9) 
war, und yfkr = H, + Vh - Nb - k ,  gesetzt wurde, 
y'k, = yk, -((D,' + cD, - My) (10) 
Der Ausdruck in der Klammer braucht nun nicht oonstant oder = o zu sein, damit die 
gefundene Curve als Annäherung diene, L sondern es genagt, wenn dieser Ausdruck von der 
Form ~ ( k , + ~ k . - d ) + b  ist. 
Wir können aber setzen 
so dass die Gleichung (10) jetzt folgendermassen sich gestaltet. 
Diese Gleichung, obwohl mit der einfacheren (10) identisch, spricht doch mehr aus, 
insofern sie den ganzen Gedanken der Bfethode darstellt: - 
„ E i n e  j ede  O r d i n a t e  e r s c h e i n t  e r s t e n s  v e r m i n d e r t  u m  e in  S t i i c k  My = 
d e r  m i t t l e r e n  V e r b e s s e r u n g ,  zwe i tens  um e ine  L ä n g e ,  g l e i c h  dem P r o d u k t e  
a u s  der E n t f e r n u n g  des  e n t s p r e c h e n d e n  S k a l e n p i i n k t e s ,  vom O r t e  d e r  v e r b e s -  
se r t en  m i t t l e r e n  B e o b a c h t u n g  a n  ge rechne t ,  i n  e i n e n  W e r t h  
Ok + iD r  - SMy 
= - ----------P 
@ k f  @k-- 2M<? 
- - 
% , + V k - d M b + @ ~ $ - @ , - 2 M j -  k. + ?k.- ( M b + i M y )  
Hieraus geht auf Grund der obigen Betrachtung über die Grosse U hervor, d a s s  d ie  U r - 
a p r ü n g l i c h e ,  oder  e i n e  d e m  Zwecke  de r  A u f g a b e  e b e n s o g u t  e n t s p r e c h e n d e  C u r v e  
a l l e m a l  ge funden  werden  wi rd ,  wenn U f ü r  a l l e  V e r b e s s e r u n g e n  i r g e n d  e inen  con-  
s t a n  t en  W e r  t h  e r  h ä 1 t. Wenn letzteres der Pa11 ist, so ist die gefundene Ci~rve nicht eine An- 
näherung, sondern sie ist als vollkommen identisch mit der ursprünglichen Curve zu betrachten. 
J e  genauer die Bedingung erfüllt, der Zahler von seinem Nenner proportional ist, um 
so schneller führt die Rechnung zum Ziele. - 
2. Ehe wir untersuchen, wie U sich für die einzelnen Beobachtungen gestalten wird, wol- 
len wir aber darthun, dass alle die Werthe desselben um eine mittlere Grösse, die die Drehung 
der ganzen Curve bestimmt, sich herum gruppiren. 
Behalten wir steh die Indices k und r bei, um eine ganre Gmppe m .  n Gleichun- 
gen durch eine einzige zu bezeichnen. Die Gleichungen (7 )  lauten identisch, wenn mit jeder 
Verbesserung eine der Gleichuq ( a )  entsprechende Aenderung vorgenommen wird. 
-ad+b+~~k~(1+a)+~.kr=:H1+~k-~~b(1+a)-k~+(@~+@~-M~)(l+(li) 
- a d + b  
Sets;en wir die gesuchten Verbesserungen 
c p l k I s - a d + b + y k r ( l + a j + a k r = H ~ + V k - M b - k r + C k r  (12) 
so wird C k I - ( V g + H r - M b ) ~ + ( @ l r + @ r - M ( 3 ) ( 1 + ~ ) - a d + b  (13) 
Zwischen den m . n Grössen Ck , besteht folgende Beziehung: 
Es  sei Ca, +Cb, + ... + Cn, = n.C,  
Ca, + Cb, + . . . + Cn2 = n . C, 
Ca,+Cb,+ ...+ Cn,=n.C, 
Ca, +Ca2 +... + C a , n = m . C .  
Cb,+Cb,+ ...+ Cb,=m.Cb 
Cn, + O n 2 + . . .  +Cn,=m.C,  
und 
Die zusammengehörigen Gleichungen in (12) geben: 
- a d  + b + @, ( 1  + a)  + aV, = C, 
- a d  + b +Q2 ( 1  + U )  + a V ,  = C2 
und diese ergeben - a d + b + M 1 ( l + a ) + a M b = C B .  
Aus (13) und (15) folgt allgemein 
C k I = C k + C r - C B  (16) 
Die Grössen U, d und b sind willkührlich; dessllalb darf für dieselben solch eine Re- 
lation angenommen werden, dass CB = 0. Alsdann wird 
- a d + b +  M ? ( l + a ) +  a M b = O  (17) 
d. h. die gesuchte Curve wird so gestaltet sein, dass das Mittel aus allen Verbesserungen = o. 
Die Gleichung (12) zeigt, dass wir vorhin in unserer Rechnung alle die Grössen 
Ck, = o gesetzt haben; dadurch sind bcstimmte Beziehungen zwisohen a, d und b eingetreten, 
und zwar für jede Verbesserung eine andere. - Nehmen wir an, dass b und d in allen Glei- 
chungen dieselben seien, und bezeichnen wir die aus Gleichung (13) sich ergebenden Werthe 
von a mit entsprechenden Zeichen, so wird allgemein wenn Ck, = o 
a k r  = - b + @ k + i S k - M ?  -- b + Q k + ' Q > r - M ?  
V k + H r - l \ l a f  @i,+ @,--My -d- k r + ? k r - d -  
Statt einer Verbesserung ?k, werden wir also erhalten , 
p'k,  = y k r  - b t M Y  + (@k 3- 0, - 2 ~ 5 9 )  -- 
v k + H r - 2 M b +  @kf @ , - 2 M y - ( d - ( N b f  M?)) (kr + ykr - d)+b 
Dieser Ausdruck ist wiederum ganz identisch mit dem der Gleichung (10). Die Her- 
leitung aber, und insbesondere die Gleichungen (16) und ( 17) beweisen, dass alle a k , sich um 
den Werth, der sich aus (17) ergiebt, gruppiren werden. Für  b = - My, d = Nb + My 
erhalten wir die frtihere Gleichung (11). 
3. Kehren wir zur Hauptfrage zurück, so erscheint es zunächst nothwendig einzuse- 
hen, welchen Verlauf die Werthe ak nehmen werden, und ob wirklich der Ausdruck @k + 
<D, - 2 My nahezu proportional HG+ Vh - 2 M b  sein wird, denn nach Gleichung (1 1 ) kommt 
es nur hierauf an. 
Setzen wir voraus, dass in der Beobachtungstabelle A (Seite 11) ebenso viel Fäden, 
wie untere Hauptpunkte, von denen dieselben auslaufen, angenommen0 worden. Wenn ferner 
die Differenzen je zweier aufeinander folgender Fäden eben so grOES wie die je zweier un- 
terer Hauptpunkte ist, so werden stets die Beobachtungen in einer Diagonalrichtung, 
von links oben nach rechts unten, nahezu gleiche Orte der Skale einnehmen, insbeson- 
dere werden in der Diagonale selbst solche Skalenorte zu finden sein, die in der Nähe der 
mittleren Beobachtung Mb liegen, und hier wird der Ausdruck Vk + H, - 2 N b , ebenso 
wie k ,  - Mb , nahezu = o sein, dagegen allmählig nach rechts oben und links unten in ent- 
gegengesetztem Sinne an Werth zunehmen. Man überzeugt sich davon leicht, wenn man die 
2. Tabelle ( B )  auf Seite 11 ansieht. Wenn von jedem Werthe in derselben die Grösse Mb 
abgezogen wird, so erhält man folgende 
D. Tabelle der H,  + V - 2. Nb 
E s  werden aber die Werthe von (Dk + (D, - 2 5 1 ~  e i n e n  ä h n l i c h e n  G a n g  befolgen. 
Im vorliegenden Falle, kennen wir die wahre Fehlerkurve und können daher aus der- 
selben genau die Werthe dieses Ausdruckes ermitteln. 
E. Tabelle der nach der fingirten Correktionskurve beobachteten Fehler yk, 
TI. VII. VIII. 
I I 
F. Tabelle der @. + Qk - 2 Mcp 
111. 1 Iv. / F. / VI. I VU. I W. 
Beiläufig bemerke man, dass die Differenzen entsprechender Zahlen der Tabellen C 
(B. 11) und E, von den Grössen der entsprechenden Tabelle F constant um My = 1.07 ab- 
weichen müssen, was im Einklange mit Gleichung (10) bis auf kleine Schätzungsfehler der 
Tabelle E stattfindet. 
4. Stellen wir uns, um den Grund für den Verlauf der Zahlen in Tab. F zu erkennen, 
noch einmal die ursprüngliche Anordnung der Beobachtungen vor, wie sie schematisch auf 
Seite 5 erortert wurde. Wir hatten die Tabelle 
al il,a, ...... a, 
bl b2b3 ...... bm 
C, c2c, ...... 0 ,  
. . . . . .  
. . . . . .  
. . . . . .  
nl n2n3 ...... n m  
Nahezu einander gleich sind die Beobachtungen a,, b2, c3 ...... n,, 
ebenso a1 + % +. -.... a m  = a, + b, +. ..... + n,, in der unteren Hälfte 
und a, + b, + ...... n, = n1 + n2 + ...... + n, in der oberen Halfte 
der Skale liegend, oder anders ausgedrückt 
ist V l + H a  nahezu=V2+Hb =. .....- v m + H ,  
und zwar = 2 Nb, weil nl ...... C,, b„ ab %, %, .... ..sich gleichmässig über die ganze durch 
die oberen Enden beobachtete Skale erstrecken. Ferner sind die Summen H a  und V, einan- 
der nahe gleich, und ebenso andererseits V, und H,, nur haben diese Paare zur Summe ver- 
einigt, die äiissersten Werthe die bei der Combination V k  -+ H ,  mbglich sind, - und nahezu, 
d. h. dem G e d a n k e n  d e r  Methode gemäss ,  wird 
H a + v m  - 2 M a  =-(Vl  + H , - 2 M b )  
sein; und ebenso 
H F L + V I ~ - ~ - ~ M ~ = - ( V ~  + H n - i - 2 M b )  U. 6. W. 
Für die Fehlersummen wird aber im Allgemeinen eine äbnliche Beziehung statt- 
haben, wenn die Correctionskurve nicht ganz besonders ungünstig beschaffen ist. Denken 
wir uns dazu die vorliegende Curve zunachst der Art parallel mit sich selbst verschoben, dass 
der mittlere Fehler = 0, so wird die Fehlersumme auf der einen Hslfte der Bkale vom Orte 
der mittleren Beobachtung an gerechnet, denselben Werth, nur mit entgegengesetztem Zeichen 
haben, als die Fehlersumme der anderen Halfte. - Ganz wie früher in der Diagonale von 
lin'ks nach rechts die Combination V k  + H, - 2 M b  nahezu = 0 war, so wird auch jetzt die 
...... Fehlersumme cD, + @„ = @:, + cDb = = @, + @, = 0 sein (oder = 2 My, wenn letz- 
tercs nicht = o gedacht wird), weil die Fehler ebenso wie die entsprechenden Beobachtungen 
sich über die ganze Curve gleichartig verbreiten. Dagegen sind, analog dem früher für die 
beobachteten Skalenpunkte Bemerkten, die extremsten Werthe die der <D, + Qn und die der 
<Da+ @, und zwar so, dass @, +<D,=- (<D,+ Q m ) ,  nahezu=2@, -2<D, = - 2 @ ,  
- 
- 2 <Drn. Dieser Fall wird allemal Statt haben, wenn die Verbesserungskurve etwa die Gestalt 
der Fig. 1, Taf. IV hat. Man iibersieht auch leicht, dass alsdann, wie vorhin für die Beob- 
achtungen, so jetzt ftir die combinirten Fchlersummen identische Werthe sich in allen Diago- 
nalen, von links oben nach rechts unten, ergeben werden, und ferner wird auch hier ein all- 
mähliger Uebergang der Werthe von der äussersten Ecke rechts oben nach der links unten ge- 
legenen stattfinden. &€an werfe nur einen Blick auf die Zahlen der zuletzt gegebenen Tabelle, 
beachte namentlich, dass die Fehlersumme beim ersten und dritten Viertel der beobachteten 
Skalenstrecken, nahezu den halben Zahlenwerth der für Anfang und Ende derselben ge- 
fundenen besitzen. ( Im vorliegenden Falle betragen die Fehlemittel an den äussersten 
Gegenden der Skale, d. h. bei 87O und 14O resp. + 20 und - 20, dagegen bei 700 und 35O resp. 
+ 10 und - 10, und in der Mitte bei 520.6, 00.) 
J e  häuflger die Verbesserungskurve auf jeder Seite des mittleren Beobachtungsortes 
über und unter die Abscissenaxe sinkt, um so besser wird die erste Annäherung werden, w e i l  
a l s d a n n  d ie  m i t t l e r e n  F e h l e r s u m m e n  sämmtl ich  k le ine  W e r t h e  haben,  und nur 
wenig schwanken werden. Der Nenner von a wird verhältnissm&ssig gross, und wir erhalten 
nahezu cp'k, = cpk, - My. Wenn z. B die Curve Fig. 1. a Taf. IV der wahren Verbesserung 
entspräche, der mittlere Fehler = o, aber auch die äus~ersten Werthe der Fehlersunlme firr 
die Strecken A bis m, und mithin auch die von m bis X = 0, so werden sämmtliche Fehler- 
summen kleine Werthe annehmen, (die @g und @, sind arithmetische lldittel dieser Summen). 
Sobald aber der mittlere Fehler = o, und die Fehlersumme auf der einen, so wie die auf der 
anderen Hälfte für sich auch = o, - oder beiderseits constant und gleich dem mittleren Feh- 
ler, so wird die gefundene niemals im Vergleich zur ursprünglichen fingirten Curve, gedreht 
erscheinen; es können dann ausser paralleler Verschiebung der ganzen Curve nur die Maxima 
und Minima mehr oder weniger entstellt werden. Und zwar wird das stets geschehen, wenn 
in der Mitte der Skale sämn~tliche Fehler etwa positiv, und an den beiden sussern Vierteln 
dieselben negativ sind, d. h. wenn die Correktionsknrve so gestaltet, wie etwa Fig. 1. b. 
Taf. IV. Die Fehlersummen in Am und m x  seien = o, und mithin auch der mittlere Feh- 
ler = o; die Curve wird im Endresultat nicht gedreht erscheinen können, die Biegungen in 
der Mitte aber werden vertieft werden, wie in der Fig. durch Striche angedeutet, so, dass auch 
in der Mitte die Fehlersumme über die halbe Skalenstrecke = o geworden. Mehre Beispiele 
dieser Art habe ich berechnet, und das Resultat zeigt sich ganz in  Uebereinstimmung mit die- 
ser Darstellung. Beiläufig bemerkt: ich, dass das Be  s s e lsche Thermometer genau solch einem 
ungünstigen Falle entspricht. Anwendbar bleibt trotzdem die Nethode, weil die durch die äus- 
Seren Fäden erhaltenen Verbesserungen in entgegengesetztem Sinne abweichen, so dass doch 
ein dem Mittelwerthe von a entsprechender Zug der Curve auch in diesem Falle erreicht wird. 
Meist aber werden mehrfache Annäherungen gesucht werden müssen I). 
Um mit Sicherheit solchen Fällen zu entgehen, c o m b i n i r t  m a n  am bes ten  d i e  
H ä 11 s t r ö m  sche Methode m i t  d e r  Be  s s e 1 sehen. Auf welche Weise dieses geschehen muss, 
soll später eingehend erörtert werden. - 
5. Untersuchen wir nun, wie im vorliegenden Zahlenbeispiele der Werth von a k  , für jede 
einzelne Beobachtung sich gestaltet. - Dazu bilden wir die Summen der zusammengehörigen 
Werthe der Tabellen D- und F (Seite 22 U. 23) zur folgenden Tab. G, dividiren dann die Zah- 
len in D durch die in G, wodurch die Werthe a in Tabelle H entstehen werden. 
1) B esse1 behauptet zwar, es werde meist die erste Rechnung genügen; allein so sehr das von ihm gewählte Th&- 
mometer auch in der Gegend der unteren Hauptpunkte' falsch war, so gering sind die nothwendigen Verbessemngen der 
oberen Enden, so dass nach der ersten ziemlich mangelhaften Annäherung man schon im Gebiet der Beobachtungsfehler 
sich befindet. Hätte B e s s e l  sein Thermometer von den oberen Hauptpunkten aus beobachtet, so wäre das Resultat ganr; 
anders ausgefallen. 
G. Tabelle der 8, -I- Vk - a ~ ~ +  ( < D , + @ k - s ~ < p ) - k r + < p k r - ( M b + M ~ ) )  
E. T;it)cllc dcr a k ,  (negativ zu nehmen). 
Nicht sehr verscliieden sind die a in den äussersten Ecken der Tabelle, rechts oben und 
links unten, wohl aber in der Diagonale von links oben nach rechts unten, d. h. fur die Orte 
der mittleren Beobachtung M b ,  - wie durch Ausrufiingszeichen angedeutet worden. - I n  
dem Ausdruck 
[ ( k r + ~ k r ) - ( M ~ $ - X p ) ] . @ k - f - @ 1 . - 2 M ?  -- 
l k + H r - 2 M b + @ , + @ , - s 1 i ?  
kanlr der Kenner allerdings in der Mitte der Skale klein werden, so dass a sehr gross, sogar 
entgegengesetzten Zeichens wird, wie z B = + 4 .57  statt - 0 ,063 in  der vierten Columne 
der Tabelle H. Dieser Fall hebt das vorhin Behauptete nicht auf, da der Nenner von a stets 
gleich den1 Faktor ( k ,  + cq k ,  - (Mb + M?) ist, und sich gegen diesen hebt. Man braucht 
nur zur einfachen Gleichung (10) zur#ckzukehren, um den continuirlicheil Verlauf der Diffe- 
renzen von 3' 1s , und y~k , wahrzunehmen. 
Eben diese Gleichung (10) lehrt uns auch erkennen, wo die fingirte und die gefun- 
dene Curve sich durchschneiden werden. Offenbar an dem Punkte der Skale, wo y 'k ,  = ( k ,  
d. h. wo Q k  + Q -- M y  = 0. - Die Taf. I Pig. 1 und 'L geben den Werth 370.50 - 00.79 
= 360.71 und nahezu dasselbe Tabelle F Seite 23, verglichen mit A Seite 11. - Setzen wir in  
Gleichung (17) diesen Werth ftir d ein, und setzen ferner b = o, d. h. verschieben wir nicht die 
Curve parallel mit sich selbst, sondern drehen sie sogleicb um diesen Durchschnittspunkt, so wird 
Das heisst, das graphische Mittel wird gegen die fingirte Curve der Art gedreht er- 
scheinen, dass jede Ordinate der letzteren verändert erscheint um einen Werth, der gleich dem 
Srodukt aus der Entfernung des entsprechenden Skalenpunktes in die Zalil - 0.0@26. 
Man bemerke noch, dass bei der Abscisse der mittleren Beobachtung N b  = 52'. 664 
die Differenz der beiden Curven genau = 10.070, d. h. = M?, dass also dieser Skalenort Dre- 
hungspunkt wird, nachdem die ursprüngliche Curve parallel mit sich selbst um M< verschoben. 
Schliesslich ist wohl zu beachten, dass der nahezu con~tante Werth von a k ,  nur dann 
wird statthaben konnen, wenn, wie wir vorhirl in der -allgemeinen Erörterung voraussetzten, 
die Anzahl der V e r t i k a l k o l u m n e n  g l e i c h  d e r  d e r  ~ ~ ~ i z o i i t a l r e i h e n ,  oder mit anderen 
Worten, wenn ebenso viel Fäden als untere Ausgangspunkte derselben gewählt worden sind. 
J e  weniger man dieser Bedingung nachkommt, um so weniger wird die erste Annäherung die- 
sen Namen beanspruchen dürfen. - Ich habe es versucht, die vorliegende Curve zu berechnen, 
indem ich nur 2 Vertikal- und 8 Horizontalreihen, und anders nur 2 Horizontal- und 8 Ver- 
4 
Ejkalreihen berltoksichtigte. Das Resultat zeigt kaum eine Aebnlichkeit mit der zu findenden 
Curve. - Ebenso g l t  die Bedingung, dass die einzefnen %den nahezu um ebensoviel von ein- 
ander differiren, wie die unteren Hauptpunkte. - 
Mit nur 4 Vertikal- und 4 Horizpnta]reihe~ bekommt man fast genau die zu findende 
Linie, dagegen mit 4 Vertikal- und 8 Horizonbl~eihen eine vallig entstellte. Bessel  giebt 
garnichts hierüber an. In  seinem Beispiele n i m t  er 8 Vertikal- und 10 Horizontalreihen in 
Bechnusg. - Bei allen Beispielen im IV. Abschnitt kommen wir auf diesen Gegenstand 
wieder aurück. - 
6. Fragen wir uns jetzt, ob eine Gesbltshnderung an einer Stelle der Corrections- 
kurve wesentlich den Werth der Verbwerungen von cp k , an anderen modificiren müsste, und 
.untersuchen wir, ob, wenn die ~orrek&skurve plötzlich eine Biegung auf und ab machte, 
diese aber schliesslich nicht irn Resultat zum Vorschein käime, dieser Fehler von Einfluss, nicht 
bloss fiir die Nachbartheile, sondern auch far alle abrigen Punkte der Skale sein müsste? Fra- 
gen wir uns endlich, welcher Art sich pk&+diohe Veränderungen, - Erweiterungen oder Verenge- 
rungen des Kalibers - in der Correktionskurve geltend machen werden? 
Wir denken uns den inneren Raum des Theriuorneters in Gestalt eines Revolutions- 
körpers, so dass die auf der Längenaxe des Thermometera senkrechten Radien alle Verände- 
rungen des Kalibers bestimmen. Es sei der Radius irgend eines Querschnittes mittlerer Grösse 
constant = c (Fig. 3 Taf. IV), und der Ueberschuss des Radius an einer Stelle X gleich z, so 
gehört zur Abscisse X der Radius c + z, und das innere Volumen von o bis X ist 
=$(.+.)".dr. 
0 
Da a c 2 .  X das zum Cylinder mit dem Radius c gehörige Volumen ist, so wird an jeder Stelle 
;g die Verbesserung Q X  = a . z . (2c + %). dx. - Führen wir zur Vereinfachung eine Variable y s 
für die Differenz des wirklichen und des normalen QuersohniMes ein, so ist 
y = n . z ( 2 c + z )  
und g = b- oder y x  =iy. d r  d x  
0 
Denken wir uns jetzt den Ueberschuss  des  Q u e r s c h n i t t e s ,  linear als Ordinate 
des entsprechenden Punktes X der Skale, und nennen die durch Verbindung der Ordinaten- 
endpunkte enbtehende Linie ,,Kaliberkurveu, so ist diese die DiiTerentialkurve der bereits früher 
definirten ,,Fehler- oder Correktionskurve". Daraus folgt unmittelbar: 
1) Das Thermometer hat nur da die normale Radiuslänge, wo die Corrections- Curve 
parallel der Abscissenaxe verläuft, und überall, wo yx ein H s i m u m  oder Minimum hat, da ist 
der Querschnitt des Thermomebrs - X C 2. 
2) Die Maxima und Minima der Kdiberkurve entsprechen den Inflexionspunkten der 
Correctionskurve. 
3) Jede plötzliche auf und abgehende Biegung der Correktionskurve entspricht einer 
derartigen Zu- und Abnahme des Querschnittes, dass wenn Q X, = yx2 ,  die Volumenzunahme 
von X, bis X normal ist = a c2 ( ~ 2  -X,). 
Die in grösserem Maassstabe gezeichnete Fig. 4 Taf. IV. mag dieses deutlicher ver- 
anschaulichen : 
1) Den Maximis und Bfinimis der Correctionskurve bei X,,, xa, xy, xg, xk,, XI ent- 
sprechen ebenso viele normale Querschnittspunkte der Kaliberkurve: b ,  d, f, h, k ,  1. 
2) Wenn ferner von xa bis X,', die Correctionskurve in gerader Linie verläuft, so ist 
die Querschnittskurve parallel der Axe. 
3) kt cpa co'nstant  wie v w  X i  bis X„ so ist der Qaerschnitt u~'tmfgßl VON 1 h 
4) Den Inflexionspnnkten XC, Xe, xg, X i Y entspreohen ebenso oi& ~ n d  B%
dima des Que~ehaittes. 
5 )  wenn  ferne* ein Correctionsglied p x ,  -=5 p x i .  SO ist das Integral t i d r  s o o ' d  
xe 
+ d e f - o. Ebenso wenn cp (0) = 0, und X = 0, so ist das Volumen von 0 bis X - 
. X. 62, 
und das Inte,pal der Kaliberkorrektion ist = 0. 
Wenn nun in unserer Correctionsmethode eine Gestaltsänderung in der Behlcrhrve, wie 
die von X ,  bis X f verschwindet, so siud trotzdem die Verbesserungen ausserhalb der Streeb 
X, X, richtig, innerhalb derselben der Fehlcr sehr klein. - 
Andrerseits sieht maii aus tlci. vorstehenden Erörterug, dass jede plotzlicbe Erweibrupg 
( d e r  Verengerung) des Querschnittes b los  e i n  A n s t e i g e n  (und resp. F a l l e n )  der Fehler- 
kurve zur Folge hat, nicht abcr ein Auf- und  Absteigen der letzteren. 
Eine plötzliche bleibcride Verengerung des Querschnittes bringt In der Kaliberkurve e im 
Disconrinuität, in der Fchlt:rkiii.ve 1110s eine Spitze hervor. Wann die Querschnittskurve ähnlich 
der Fig. 5 Taf. IV, so erliält die Correctionskurve an der Stelle, wo dort eine Stetigkeitsun- 
brechung war, hier eine Spitze (Fig. 6). - Stetigkeitsunterbrechungen endlich können in der 
Fehlerkurve, wie leicht einzusehen , garnicht vorkommen, denn das wiirde den Widerspruch. 
voraiissetzen, dass irgendwo eine Volumenverminderung eintrete, oder die Thermometerröhre zu 
einem unendlich weiten Qefäss sich erweitere. Ueberhaupt sieht man, dass d'x -- nur zwi- d x  
sehen + CO und - rc2  schwanken kann. Die Fehlerkurve kann zwar sehr rasch ansteigen, ab- 
wärts aber nicht über die angegegebene Grösse hiiiaus sich senken. Der Grenzfall eines sehr 
d X grossen Werthes von - liegt ausser dem Bereich unserer Aufgabe. Aus der letzten Betrach- d x  
tung geht deutlich hervor, dass die Skale, die mit der Thermometerröhre verbunden ist, bedeu- 
tend falsch sein kann, ohne dass die Methode aufhört, brauchbar zu sein. Die Einschränkung, 
die Be  s s  e l  betont, i ~ n d  die später oft nachgesprochen worden (so z. B. in G e h l e  r's Wörter- 
buch), nach welcher die Skale annähernd richtig getheilt sein mflsse, Fällt somit fort, und es 
erscheint d :* Gebra~~ch und die Anwendbarkeit der Beoselschen Methode erweitert. 
1V. Beispiele, zur Ergänzung der Methode. 
1. Eine Schwierigkeit besonderer Art haben alle Probleme, bei denen allgemein entwickelte 
Formeln schliesslich in der Praxis nur in gewissen (+ranzen gelten. Dje Bedelitung der ein- 
ze lne~ Grossen muss im Sinne der Anwendung gedacht, und eingeschränkt werden. Das Maass 
dieser Einschränkung aber ist kaum festziistellen. Deshalb scheint es nothwendig, mannigfach 
ersonnene Beispiele durchaiif~ihren, die einen Einblick in die Zuverlässigkeit des Verfahrens 
gestatten, und Denjenigen, die die Methode anwenden wollen, eine ähnliche Arbeit ersparen. 
Ohne dieselbe kann, wie ich meine, kein rechtes Zutrauen zur Methode gefasst werden. Aaf 
Eines sei bei dieser Gelegenheit gestattet l t i n z u ~ e i m :  So weitläufig die Behandlung und ins- 
besondere die Beschreibung des einzelnen Beispieles dem Leser erscheinen mag, SO einfach und 
kurz bleibt doch die Rechnung in den meisten praktischen Fällen, und ich darf hier auf die 
kaum eine halbe Stunde Zeit erfordernde Zusammenstellung im V. Abschnitte Punkt 8 hin- 
weisen. - Die meisten hier behandelten Beispiele beziehen sich auf einen möglichst grossen 
Grad von Genauigkeit, wie ein solcher sehr oft bei Versuchen %ur Bestimmung physikalischer 
Constancen erfordert wird. 
Von verschiedenen Gesichtspunkten aus wird die Untersuchung der folgenden drei Bei- 
spiele vorgenommen werden. - An dem ersten stellen wir uns die Frage, wie l) & ab- 
solute Grösse der Verbesserungen auf das Resultat von Einfluss ist, 2) welcher Art Beobach- 
tungen mit kiirzeren Fäden, die nicht in das Schema der theoretischen Entwickelung hinein- 
4* 
passen, d u r c h  E r m i t t e l u n g  d e r  F a d e n l ä n g e n  sich verwerthen lassen, 3) welche Genauig- 
keit eine abgekiirste Rechnung gewährt;, wenn die Anzahl verwertheter Beobachtungen be- 
schränkt wird und welcher Art letzteres geschehen kann. - Dem zweiten Beiepiele wird eine 
Verbe~serun~skurve tnit bedeutenden Schwankungen innerhalb kurzer Gradstrecken zu Grunde 
gelegt, und gezeigt, dass eine grosse Ansah1 von Beobachtungen schon bei der ersten dnnähe- 
rung fast genau die ursprüngliche Curve wiedergiebt, während eine beschränkte Auswahl der- 
selben zu keinem sicheren Resultate führt. - ,4n dem dritten Beispiele soll die Frage erörtert 
werden, ob ein doppeltes Verfahren, wie B e  s s e l  ein solches empfiehlt, nämlich ausscr der er- 
sten Berechnung noch die der unteren Fadenenden von festen oberen Hauptpunkten aus, zweck- 
dienlich sei. - Dann erst im V. Abschnitt werden sämmtliche Erfahrungen der Behandlung 
eines wirklichen Thermometers zu Grunde gelegt. - 
2. Die in dem vorhin entwickelten Beispiele angenommenen Verbesserungen sind ver- 
hältnissmässig sehr gross. Sollte der Erfolg der Rechnung zweifelhaft werden, wenn der Maass- 
stab für die Ordinaten der Fig. 1 Taf. I um's 10-fache vergrössert, die Verbesserungen mithin 
in demselben Verhältnisse vermindert würden? 
Schon dic theoretische Erörterung lehrt, dass das keineswegs der Fall sciu könne, denn 
in der Gleichung (10) Seite 20 sind sänimtliche Grossen in ein und demselben Maasse verkleinert, 
also das Ver  h ä 1 t n i  s s der (D k + (D - My ZU cp k unveräudei-t. Das mittlere a wird nahezu 
um's 10-fache verkleinert erscheinen müssen, da der Nenner nahezu unverändcrt ist, und das- 
selbe wird fur die ak jeder einzelnen Verbesserung y ' k ,  gclien. Wenn aber wie in  der fol- 
genden Rechnung nur hundertstel Grade bei Herstellung der Beobachtungen berücksichtigt 
werden, so wird voraussichtlich schon die zweite Annäherung in das Gebiet der Beobachtungs- 
fehler hinein führen. 
Die Mittheilung der Rechnung hätte hier erspart werden können, wenn nicht der Ver- 
gleich der erhaltenen Annäherung mit dem auf Seite 11 gewonnenen Resultate von Interesse 
wäre. - Die Curve der Fig. 1 Taf. I ist auf Taf. I1 reproducirt; die Strecke, die ebenso gross, 
wie ein ganzer Grad der Abscisse, stellt hier bei den Ordinaten nur l/lM, Grad dar. Bruch- 
theile der letzteren wurden vernachlässigt. 
Beobachtungen k, nach der Curve Taf. I1 Fig. 1. 
Hauptpunkte. i nr. I Iv. vnr. j m . ~  r 
Tabelle der Vk + Hr - M,, . Differenz je 2-er auf einauderfol- Terbesserungen der genaer H~-M,,. unteren Hanptpunkte 
3. Die Fig. 2 Taf. 11 gewonnene Mittelkurve wurde der zweiten Annäherung zu Glvnde 
gelegt. Statt den Beobachtungen k , die abgelesenen Fehler hinzuzufügen, können wir die 
letzteren selbst der Rechnung unterwerfen. - Zwar sind die Zahlen dadurch kleiner, aber 
ein reeller Vortheil scheint kaum geboten, weil von Anfang an positive und negative 
Grössen unterschieden werden müssen, auch eine Tabelle mehr zu berechnen ist, wie die fol- 
gende Zusammenstellung lehrt. 
Erste Verbesserungen ~ k ,  = Vk + HF - N b  - kr in '/,W Grad, eingetragen auf Taf. II. Fig. 2. 
I I. / ' 11. I , 111. , I IV. I I 
Erste Verbesserungen der Beobachtungen in Grad nach der Curve der arithmetischen 
Mittel Taf. I1 Fig. 2. Zunahme der k r  
Untere 
Hauptpunkte 
f 98 
~ 1 2 9  
+l l l  
f 5:i 
- 43 
- 9 6  
- 108 
-139 
IV. 
- 90 
- 81 
- 26 
+ 34 + 95 
f 98 + 61 
- 12 
+391 1 + 273 1 +237 / +232 1 4-278 1 +288 1 + 251 1 +315 / 
- 386 / - 274 1 - 298 / - 227 1 - 275 / - 287 1 - 246 1 - 308 I 
+ 1 
+ 62 
+I04 
+ 76 
+ 30 
- 63 
- ;05 
-106 
-M 
-23 
f 3 9  
+81 + 75 
-C42 
-40 
-91 
VI. 
- 58 
- 85 
- 90 
- 68 
- 2 + 65 + 101 
4- 88 
- 
VII. VIII. 
-F 28 4-178 
- 38 f 79 
- 77 - .5 
- 90 - 58 
- 82 - 85 
- 28 - 90 
+ 33 - 70 + 95 1 -  3 
Zunahme 
der 
H r 
Zunahme ( - 1 1 0 / + 2 9 1 + 7 0 / + 7 9  4 - 4 8  - 4 9  -1.59 - 5 4  18 
d e r V k  1 -  1 4 / +  4 / +  9 ( f  l 0 - k  61 -  6 1 - 2 0 1 -  7 1  - - = - 2 ~ ~ n a h ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~  8 
Zunahme der/ 
unt. Correkt. 
I 
H r - M b  1 
Zunahme der Vk  + H, -- M b  
I Verbemernngen 
der 
unteren Hauptpunkte. 
+0.199 
f0 .238  
- 8 f 0 . 2 2 4  
f0 .174  
+ 0.081 
- 0.015 
- 0.066 
-0.090 
- 22 
SGmatmie der - p ~ ~ $ . a , - @ ~ - k ~  
1. / LI. 1 IIL I IV. 1 V. I SI. I VII. ( vn1. / 
Zweite Verbesserungen: in  1/„ Grad graphisch adf W. Fig. 3. 
Alle Verbesserungen der zwe?ten Annäherung sind sehr gering. Der grösste Werth ist 
- 00.029 für die letzte Beobachtung des ersten Fadens. - Auch die Correktionen der unteren 
Hauptpunkte erscheinen nur wenig geändert; doch sind sie zu berücksichtigen, da für die Haupt- 
punkte 150 und 200 2/,00 Grade hinzukommen. Das arithmetische Mittel ist in !kf. 11 Fig. 3 
gewonnen, und zeigt namentlich bei deili dbscissen 350 und 7 0 h o c h  bemerkenswerthe Ver- 
besserungen. - Wenn man diese in die Fig. 2 einträgt, so entsteht die durch Kreuze bezeich- 
nete punktirt ausgeführte Curve. 
4. Führen wir ähnlich wie früher Seite 19 mit Zugrundelegung des Werthes 
U = -  0.0058 diese &rve auf die der Fig. 1 zurück, so entsteht die durch Kreuze bezeich- 
nete Curve. 
Der Unterschied beträgt nirgends einen l/iOO Grad, - ausgenommen bei der Abscisse 
220,5, WO mir die starke Eegung und damit verbundene schwierige Schätzung in  der Beobach- 
tung, und zudem noch wenige Beobachtungen haben. 
5. Die Berechnung einer dritten Annäherung, die in dem zuerst berechneten Beispiele 
noch merkliche Werthe ergab, erscheint hier völlig überflüssig. - Nur die nur durch wenig 
Beohctitungen vertretenen o b e r e n  E n d e n  der Skale dürften genauere Berücksichtigung ver- 
dienen, und das zwar durch d i e j e n i g e n  B e o b a c h t i i n g e n ,  welche m i t  k ü r z e r e n  F ä d e n  
a n  g e  s t e 11 t s i n  d. Die unteren Enden derselben können ii%mlich beträchtlich weiter in der 
Thermometerröhre fortgeschoben werden, und gestatten daher, noch mehr Beobachtungen für 
den bezeichneten Theil der Skale. 
- -  -- 
I. Bsobachtaisgen k, pach Taf. D Fig, 1. 
Mit Hülfe der allgemein entwickelten Formeln kannten die Verbesserungen hier aicht 
geknden werden. Deshalb benutzen wir die durch die bisherige Rechnung bestimmba- 
Fadenlängen. Sie ergeben sich aus dem Mittel der Differenzen der verbesserten unteren und 
oberen Enden. - Wenn diese gefunden, so ermitteln wir nach der Curve Pig. 2 Taf. I1 die 
Verbesserungen der in vorstehender Tabelle neu hinzugekommenen unteren Hauptpunkte 
400,450 etc., bis 750, und setzen an diese verbesserten Enden die berechneten Fadenlängen an; 
alsdann ergiebt sich unmittelbar durch die Differenz der so erhaltenen und der beobachteten obe- 
ren Enden die Correktion der letzteren. 
K. B e r e c h n u n g  d e r  F a d e n l ä n g e n .  
. -  , 
- 
Verbesserte Beobachtungen nach dem arithmetischen Mittel in Fig. 2 Taf. 11. 
L. Differenz zwischen den verbesserten Beobachtungen und verbesserten unteren Hauptc 
punkten zur Bestimmung der Fadenlängen : 
I 
I I. I I I I 11. / 111. / IV. I V. 1 VI. I VII. I VIU. I 
14.91 
9 L 
92 
91 
54.66 
67 
68 
68 
68 
68 
68 
68 
49.71 
72 
71 
71 
29.82 
82 
83 
82 
88 92 
87 92 
; ;i 1 
22.88 
87 
89 
87 
71 
7 1 
71 
71 
Mittel: / 54.68 1 49.71 / 43.74 1 37.78 I 34.80 1 28-82 1 22.87 ( 14.91 ) 
34.80 
80 
79 
80 
43.74 
75 
75 
74 
I 
37.79 
78 
78 
77 
I 
80 83 
79 
79 I 79 75 74 74 74 78 78 78 78 
M. Oberes Ende der berechneten Fäden, wenn d i e ~ e  von den verbesserten 
unteren Hauptpunkteii ausgehend gedacht werden. 
Verbesserte untere 
Hauptpunkte. / I. 11. j III. . V. VI. j FII. j VIII. i 
N . = 33 - J. Verbesserungen der oberen Enden in ~/ ,000 Grad, graphisch in Fig. 4 Taf. 11. 
Die gefundenen Fadenlängcn weichen, wie man sieht, genau im Verhältniss zu ihrer 
angenommenen Länge, von dieser letzteren ab. Statt eines Fadens M finden wir die Länge 
M (1-a)=0.9942 X M. - 
Die graphische Darstellung der gewonnenen Verbesserungen wurde in Fig. 4 eiugetra- 
gen, und um die Zeichnung der Fig. 2 nichi zu verwirren, die Abscissenaxe um 10 Maasstheile 
verschoben gedacht. Die Werthe des Mittels in Fig. 2 wurden dann nachFig. 4 ubertragen, und punk- 
tirt verzeichnet. Die Abweicliungen übersteigen an keiner Stelle 7 Tausendstel Grad, so dass im 
vorliegenden Fallc keine grossere Genauigkeit erzielt werdcn kann. I n  der Praxis wird diese 
Rechnung wegen der Beobachtungsfehler, die im vorliegenden fingirten Beispiel gering sind, 
stets ausgefuhrt werden müssen. 
6. Es erscheint nun weiter die Frage von besonderem Interesse, ob eine Verkürzung 
der Rechniing ermoglicht, und d i e s e l b e  G e n a u i g k e i t  d u r c h  e i n e  g e r i n g e r e  A n z a h l  
v o n  Beobachtungen e r r e i c h t  w e r d e n  könne .  
Ein Blick auf die theoretische Entwickelung lehrt, dass nach einigen Annäherungen 
ebenso schnell eine Uebcreiristirnmung der gefundenen Curve mit dcr ~rsp~ungl ichen  erzielt 
wird, solange ziämlich blos die Hauptzuge der Correktionskurve ermittelt werden sollcn. - Denn 
dann, wenn keine plötzlichen Aus- und Xinbiegungen vorkommen, entspricht der Zug der freien 
Hand besser den wirklichen Vcrbesscruiigen als in dem Falle, wo grosse Unregelniassigkeiten 
im Thermometer statt haben. Durch das graphische Verhhre~i  ebenso, wie durch irgend eine 
Rechnungs-Interpolationsinethode läuft man nämlich Gefahr, zwei weit von einander abstehende 
Ordinatenendpunkte in einfacher Woise zu verbinden, wahrend m~glicher mTeise mehrere Ma- 
xima und Minima zwischen jenen beiden zu verbindenden Punkten liegen konnten. - Solch 
ein Beispiel, WO die Ausgangskurve stärkere Aus- und Einbiegurigen zeigt, soll deshalb später 
ausgeführt werden. Versuchen wir zunaohst dieselben Curve Fig. 1 Taf. I1 aufzusuchen, in- 
dem wir nur '/* aller Beobachtungen auf Seite 28, d. h. nur 4 untere Hauptpunkte und 4 Fä- 
den berücksichtigen, und zwar die Fäden I, 111, V und V11 von deii Hauptpunkten 0, 10, 20 
und 30 aus. Da eine ähnlich abgekarzte Rechnung irn V. Abschnitt für ein wirkliches Thermometer 
mitgetheilt wird, so wird es hier genügen auf das Resultat ZU verweisen. Die Fig. 5 Taf. I1 stellt 
die erste Annäherung dai; deren Mittelkurve einer zweiten Rechnung zu Grunde gelegt wurde. 
Die zweiten Verbesserungen sind sehr klein, das Mittel derselben ist in Fig. 6 graphisch 
gewonnen, die W e h e  alea ht+zteren den (Xlinateu der Pi& 5 hinzugefiigt. ,Die punktirte Linie 
mit stehenden Kreuzen bezeichnet das Jkdresultat der zweiten Annäherung. Znm Pergleioh 
mit dieser ist die vorhin gefundene Curve Fig. 2 parallel mit sich seibst in die Pig. 5 aber- 
tragen, und durch liegende Kreuze bezeichnet. Diese letztere durchschneidet jene fiber der db- 
scisse 540.7, und wenn die abertragene Ctlrve in dom früher angedeuteten Sinne diesen 
Punkt gedreht wird, so findet eine fast volliicirnmene Coineidenz statt an den Punkten, wo die 
zuletzt berechnete Curve genau bestimmt wurde. An randeren, so namentlich beim Maxi- 
mum (Abso. 600) findet eine Abweichung von '/„ Grad statt, eine noch gössere bei der 
Strecke 25-300, wo der Zug der freien Hand durchaus eine Willkiihr mitbringen musste. 
Nimmt man den Drehungscoeffizienten a = 0,0011 an, so stimmen die oberen sowie namentlich 
auoh die unteren Enden ganz genau überein. Abweichungen finden nur an den bezeichneten 
Stellen statt, wo eine grössere Genauigkeit wegen der geringen Zahl in Rechnung gebrachter 
Beobachtungen nicht zu erwarten war. 
Ein brauchbares Resultat erhält man aber nur dann, wenn die Anzahl der Vertikal- 
und Horizontalreihen gleich gross. - Wenn man nur die ersten 4 Horizontalreihen und alle 
8 Vertikalreihen in Rechnurig nimmt, so ergeben die einzelnen Fäden Verbesserungen, wie sie 
Fig. 7 Taf. I1 gr*aphisch verzeichnet sind. Die Rechnung, ganz der früheren analog, durfte 
hier fortgelassen werden. Ein graphisches Mittel zu nehmen, scheint nicht statthaft. - 
7. Wie aus dem letzten Beispiele zu ersehen, wird oft in der Praxis eine geringe An- 
zahl von Beobachtungen geniigen , wenn nur nicht starke und plötzliche Unregelmiissigkeiten 
vorkommen. Letzteres kann man am Verlaufe der Zahlen, wie sie den einzelnen Fäden ent- 
sprechen, erkennen. 
Das folgende Beispiel bezieht sich auf eine Fehlerkurve, wie sie in Pig. 1 Taf. I11 fin- 
girt ist. Die Ordinaten sind wiederum nach dem Weineren Maassstabe gemessen, also die Fehler 
sehr bedeutend. Die Tabelle der Vk + H r - Mt, i6t aus der folgenden Zusammenstellung 
fortgelassen. - 
B e o b a c h t u n g e n .  
H r - Mb 
- 
Verbesser. 
der unt. End. 
in %ooo Grad. 
123 
- 7.8851  +216  
- 2.281 4-388 
+ 2 . 5 9 4 /  1 2 6 3  
+ 7  -061) - 262 
Tabelle der Verbesserungen cp k = Vk + Hr - Mb - kr in I/, ooo Graden. 
+ 409 t 3 2 8  - 105 - 340 -402 -280 1 + 318 + 412 - 323 1 - 259 +220 1 + 321 + 292 - 100 - 308 - 410 - 286 ~ 3 : ;  1 + 219 
- 243 - 354 + 223 +438 f 436 + 258 - 294 - 420 - 342 + 295 
+238 - 3 -376 - 11 f 417 +529 1 i-297 -209 -171 -414 
- 348 t 101 I + 128 -207 - 279 + 203 + 471 + 405 - 27 - 450 
--W , - 474  - 37 +238 +I36 -192 -114 +340 +358 + W  -438 -329 -373 -157 f 4 1 3  -109 -185 +363 +460 - 76 -449 -254 :'W 1 + 56 +394 I +I48 1-264 +253 + 536 - 422 - 374 -242 -254 / f 2 0 0  1 4-178 -315 T 5 1  1 + 48 1 +420 + 78 1-440 -302 -408 - 80 +I67 
Wenn man 10 Fäden von 10 unteren Hauptpunkten aus beobachtet, so wird der p r a k -  
t i sche  V o r t h e i l  erreicht, d a s s  s ä m m t l i c h e  D i v i s i o n e n  erspart bleiben. 
Die Correktionen und deren graphisches Mittel findet man in Pig. 2 Taf. 111 (die Ab- 
scisse ist wiederum der Deutlichkeit wegen um 10 Abtheilungen herabgerückt). I n  derselben 
Tafel findet man in hundertstel Graden die Differenzen der Ordinaten dargestellt. Unverkenn- 
bar nimmt diese Differenz vom unteren nach dem oberen Ende der Skale zu, ein Zeichen da- 
für, dass die gefundene gegen die ursprüngliche Curve gedreht erscheint. Begnügen wir uns 
im vorliegenden Falle mit dieser ersten Annäherung, so bemerken wir scl~on eine vortreffliche, 
in den meisten praktischen Fällen völlig genügende Uebereinstimmung. Bloss die bei 74O der 
Skale vorkommende starke und plötzliche Schwankung - und auf den Einfluss solcher kam es 
uns hauptsächlich bei diesem Beispiele an - zeigt zu kleine Ordinatendifferenzen, d. h. die von 
uns gefundene Curve steht zu hoch. Nan überzeugt sich bald davon, dass für diese starke 
Biegung selbst die 10 Reihen von Beobachtungen nicht genügen konnten; wir hätten noch die 
Hauptpunkte 2, 5; 7, 5 U. s. W. hinzunehmen müssen, damit der freie Zug der Curven des 
fünften und zweiten Fadens an dieser Stelle (Abscisse 750) eine genaue Bestimmung fände. 
O h n e  Berücksichtiguug dieser genannten beiden Züge hätten wir schon die genauere mit 
Strichen ausgezogene Curve erhalten. - 
8. Vollends ungenügend wird aber die graphische, - und auch jede andere Interpola- 
aonsmethode -, wenn wir im vorliegenden Falle von 10 zu 10 Grad, statt von 5 zu 5, bei den 
unteren Eauptpunkten fortschreiten. &%an combinire die von den unteren Hauptpunkten 0, 10, 
20, 30, 40 ausgehenden Fäden I, m, V, VII und IX, so erhält man Verbesserungen, wie sie 
graphisch in Pig. 3 Taf, 111 eingetragen sind. Die Rechnung ist der früheren analog. 
Jeder Verbesserung ist die dem angehörigen Faden entsprechende Zahl beigesetzt; wollte 
man die durch gleiche Zahlen bezeichueten Punkte, wie bisher geschah, durch Linien ver- 
binden, so würden die Bestimmungen der einzelnen Fäden sehr bedeutend von einander ab- 
weichen. So beispielsweise die Fäden 2 und 3, die über der Abscisse 700 sich kreuzweise durch- 
schneiden würden. - Einfacher erscheint es im vorliegenden Falle unmittelbar ein allen ein- 
zelnen Beobachtungen sieh möglichst genau aiisohliessendes Mittel ZU ziehen, wie in der Fig. 3 
geschehen ist. Vollends mangelhaft erscheint die Bestimmung der unteren Enden: zwar sind 
die Verbesserungen von 0 und 10 Grad gut, aber da8 gesammte Maximum zwischen diesen 
Sgalenpunkten verloren. Man müsste voraussetzen, das Thermometer habe von 0 bis 10 Grad 
gleichmässiges Normalkaliber, und möglicherweise besteht dort eine gewaltige Ge~taltsänderun~. 
Eben dasselbe bezieht sich auf die Strecke von 10 bis 20 Grad. 
W-ir erkennen aus dieser Erörterung, dass die Darstellung der Correktionskurve um 
so genauer sein wird, je grösser die Anzahl der Fäden, und je grösser die der unteren Haupt- 
punkte der Skale, an welcbe jene angesetzt werden. - Wir  hatten froher ausgesprocben, dass 
eine Hauptbeding~in~ für  das Gelingen der Untersuchung die gleiche Anzahl der Vertikal- und 
Horizontalreihen sei. - Der vorliegende Fall scheint dieser Behauptung zuwider; denn wenn 
man von den Seiten 33 mitgetheilten Beobachtungen nur die fünf ersten Horizontal- und alle 
zehn Vertikalreihen beriicksichtigt, so erhält man Verbesserungen, wie sie Pig. 7 Taf. 111 
graphisch eingetragen sind. (Die Rechnung mag hier wiederum fortbleiben.) - Ein Mittel 
a ~ i r d e  sich vollkommen gut nehmen lassen, und dasselbe erscheint kaum weniger gut als das 
der ausführlichen Rechnung, jedenfalls besser als das der abgekürzten mit gleicher Anzahl 
Vertikal- und Horizontalreihen. Fragen wir uns, weshalb im vorliegenden Falle keine grösse- 
ren Abweichungen sichtbar werden, ähnlich wie vorhin bei der Fig. 7 Taf. 11, da doch hier 
eben so wie dort, der Nenner von cr sehr verschieden für identische Skalenorte werden muss? 
Der Grund leuchtet ein aus der Gleichung (11). Der Ztihler von u wird für eine Verbesse- 
rungskurve der vorliegenden Art überall nahezu = 0 ,  das ganze ZU yk, hinzukommende Glied 
sehr klein, und die enger von 5 zu 5 Grad bei einanderliegenden Verbesserungen bestimmen 
ziemlioh genau den Verlauf der Curven. In  der Praxis weiss man aber niemals vorher, wie 
die Fehler geordnet sind. Man wird es deshalb auch nie wagen dürfen, eine ungleiche An- 
zahl von Reihen in Rechnung zu ziehen. 
9. B e s s e  1 empfiehlt ferner, nachdem man die Correktionstafel entworfen, noch eine Beob- 
achtiingsreihe anzustellen, indem man die Fäden a n  d i  e obe ren  H a u p t  pii n k t e d e s  T h  er- 
m o m e  t e r  s a n s e t z t ,  und die unteren Enden in der früher angegebenen Art notirt. 
Da die Arbeit durch dieses Verfahren ums Doppelte vergrossert wird, so scheint es 
nothwendig, diesen Vorschlag einer näheren Prufung zu unterziehen. 
Wir  kehren zu der auf Taf. 11, Fig. 1 fingirten Curvc, die sich auf Taf. I V  reprodu- 
cirt findet, wieder zuruck, entwerfen von Neuem eine Beobachtizngstabelle, deren Berechnung 
nur verkurzt mitgetheilt wird. Alle Faden sind an die oberen Enden angesetzt. Man be- 
erlre, dass jetzt die beobachtete Gurve in der früher a l s  u n g ü n s t i g  b e z e i c h n e t e n  L a g e  
ich befindet; daher die Abweichungen beim Minimum sehr gross werden. Doch bringen 
die ersten und letzten Faden eine Ausgleichiing zii Stande. 
Beobachtungen Ir, nach der Curve Fig. 1 Taf. IV. 
Hauptpunkte 
90 1 35.24 40.22 4 6 . 1 4  3 2 . 0 2  54 .97  ' 59,W 66.89 74 .97  
85 30 .26  35.26 41 .23  47 .  14 50 OS 54 .99  1 61 91 69.92 
80 '25.23 30.25 36 25 4 0 . 2  i 5 . 1  50.07 ' 5 6 . 5  64 .90  
75 PO. 19 25.25 31 .27 37.26 1 40.25 / 45.  18 1 52.05 58.93 
70 15.19 20.26 26.32 1 32.34 35.34 40 .32  / 47.21 55.07 
65 10.19 15.20 21 .27 2 i  .35 30.31 / 35 -35 1 42.32 50.17 
60 5 . 1 9  10.17 6 2 2 . 9  2 5 . 3 2  45 .25 
55 0 . 1 8  5 . 1 1  11.10 17.13 20.19 / i5 :;:!: / 40.25 
1 141.67 1 181 .73 1 229.78 1 277,74 / 301.67 ] 341 .40  1 396.94 ) 460 46 
Verbesserungen der Beobachtungen s Vg + H , - Ibf - k graphisch einge- 
tragen auf Taf I V  Fig. 2. 
Verbeseerun- 
oberen i 
Hauptpunkte 1 
- 
Zweite Verbessemngen Vfk f- Err - M'b - ktr ,  eingetragen auf Taf. IV Fig. 3. 
- 48 / - 165 
I +SM / +387 / 4-285 1 4-169 ( C182 / +SO3 1 +398 1 + S O  1 
ContrO1'e' / - 365 - 390 - 292 - 176 - 183 - 306 -405 - 353 
Das erste graphische Dlittel ((Eig. 2 Taf. 1V) nehmen wir als Grundlage der zweiten 
Annäherung. E s  folge hier bloss das Resultat der Rechnung. 
- 139 
- 124 
- 84 
- 4 3  
$ 3 3  
+ 112 + 129 
4- 113 
+ 7 
f :g  
+I64 
+183 
7  
+ 94 
- 1 7  
- 2 0  
- 20 
- 1 8  
- 
- 130 
- 70 
+ 1 1  
+ 9 7  
+ 116 
$103 + 37 
+ 6  
- 3  
f 8 
+ I 0  
+ 1  
- 52 
- 87 
- 77 
- 6 6  
- 2 0  
49 
1 0  
+ 130 
- 7 
- 6 
- 13 
- 1 3  
1 - 1 0  
+ 1 1  
+ 2 9  
- 16 
f 2  
- 3 
- 7  
- 2  
f 3 / + 1 3 ' +  
-- + I 1  + 4 / +  4  
4 - 4  4 5  
-- ! + 7  
+ 63 
- 2 
- 42 
- 6 1  
- 4 5  
- 36 + 1 + 95 
- 8 7 
- 3  1 
+ 4 1  1 + 2 0  
+ 6 
+ 2 P  
- 5 
- 8 I 
9 / +  8 
+ 1 1  + 5  
+ 1 1  / + I 0  
$ 7  
+ 3  
- 43 1 
: + 58 / i 105 + 50 
+ 81 + 48 1 f 28 f 25 + 24 4 43 + 41 + 37 
Con*rolle. 1 - ,6 / - 49 i - 8 1  1 
Die Correctionen sind aus dem vorhin erwähiiten Grunde bedeutender als diejenigen, 
welche w:r früher bei der Berechnung der Taf. I1 erhielten; eine dritte Annäherung dürfte 
desshdb wohl noch von Nutzen sein. Iudess kommt es hier nur auf die Beziehung dieser 
Beobachtungen zu denen der Tab. I1 an. Bis auf hundertstel Grad genau ist übrigens die 
Uebereinstimmung auch im vorliegenden Fall. Nimmt man nämlich den Drebungspunkt 
d = 30° der Skale, und den Drehungscoefficienten a = 0,003, so ergiebt die Rechnung, die 
hier mitzutheilen überflü~sig erscheint, eine Curve, deren Verlauf durch die Kreuze auf Taf. 
m, neben der fingirten Curve angedeutet ist. Eine bessere Uebereinstimmung der oberen 
Enden hätte eine dritte Annäherung gebracht. 
Fragen wir uns aber, ob es rathsam erscheint, das Mittel zu nehmen, aus der hier 
gewonnenen Curve und jener (Taf. 11), so kann dagegen nichts eingewandt werden, insofern das 
Endresultat nicht weniger genügen wird, als eine jede einzelne für sich berechnete Curve. 
Dieses verdient aber jedenfalls ausdrücklich bemerkt zu werden, da die a b so  1 u t en W- e r  t h e d e r 
Verbesse rungen  j e t z t  ganz a n d e r e  s i n d ,  als zuvor, denn der mittlere Fehler liegt jetzt 
wo anders, bezieht sich auch nicht mehr auf dieselbe Skalenstrecke, wie früher. E s  müsste 
sich ohne theoretische Grundlage Jedermann scheuen, die an identischen Skalenorten weit von 
einander entfernten Verbessemngswerthe zu einem arithmetischen Mittel zu vereinigen. Allein 
die Methode gestattet solches dennoch. Gab uns die erste Rechnung, wenn y k l  eine nach ir- 
gend welchem Maassstabe gemessene Correktion vorstellt, 
y ' k ,  = yki  3- a (k, 3. yk ,  - (Mtb + M'Q))  - M'cp 
die zweite ~ " k ,  =y k r  f ß (kr + y k ,  - (Mob + IM"cp) )  - Mn? 
so wird das Mittel beider ergeben die Verbesserung 
+ I 0  
4 - 1 1  
+ 3  
+ 1 5  1 -  3 1 + 1 3  , - 2 7  
- 10 + 56 f 1 1 8  +I08 
- 49 - 13 + 59 + 119 
I - 
- 1 1  
- 23 I 
+ 141 + 106 
+ 1 -  6 
+ 93 
i- 128 
Der D r e h ~ n ~ s p u n k t  und Dmhungscoeffizient sind andere, aber die neue Curve wird 
vollkommen den Anforderungen des Problems genagen, wie vorstehende Gleichung beweist. 
Ein erhebhher Vortheil scheint aber ke ine  s weg s aus diesem doppeltem Veirfahren 
zu erwadsen, und zwar desshalb nicht, weil die Abweichungen der gefundenen Curven von 
der fingirten k e i n e s w e g s  in beiden Fällen eritgegengesetzten Zeichens zu sein brauchea Na- 
mentlich, w m  man erwartet, dass in Folge der e r s t e n  Annäherungen beider &ehnungen 
die Fehler an den obersten und untersten Skalenpunkten sich au~gleichen werden, so tauscht 
man sich, da dieses letztere nicht der Fall zu sein braucht, denn das Zeichen dieser Fehler 
hängt von der zufälligen Concavität oder Convexität am Anfang und Ende der C u ~ e  ab. Weit 
besser ist es, eine z W e i t e A n  n ä h e r  u n  g einer und derselben Ausgangstabelle zu berechnen, 
als ein arithmetisches Mittel aus z W e i e r s t e n  A n n  ä h e r  u n g e n zweier von entgegengesebten 
Enden aus angestellten Beobachtungstabellen herzustellen I). Wenn aber bisher jemals Jemand 
ersteres wirklich versucht, so zweifle ich nioht daran, dass er die ganze Methode, des obener- 
wähnten Umstandes wegen verworfen hätte. Wir erkennen jetzt aber deutlich, dass die absolute 
Verschiedenheit der Verbesserungen keinen Mangel der Methode beschliesst. 
V. Kalibrirung eines Geisslerschen Normalthermometers. 
1. Gehen wir jetzt über zur Behandlung wirklicher Thermometer, so dürfte es zweck- 
mässig erscheinen, zuerst ein Beispiel zu berechnen, dann die Art der Beobachtung, und das 
Verfahren bei der Abtrennung der Fäden, und was damit zusammenhängt, zu erörtern. 
Das nachfolgend untersuchte Normalthermometer war in Celsiusgrade getheilt, die Zehntel 
waren noch bezeichnet, und die Hundertstel wurden mit Hülfe einer Loupe, geschätzt. 
Wie bei den meisten sorgfältig gearbeiteten Thermometern, so gelang es auch beim 
vorliegenden leicht, Quecksilberfäden von gewünschter Länge abzutrennen. Eine fluchtige 
Ueberlegung ergiebt die nothwendige Einrichtung aller Fadenlängen und Beobachtungen, mit- 
telst welcher eine vollständig ausgeführte Tabelle mit 10 Fäden von 10 unteren Hauptpunkten 
aus möglich wurde. 
Nothwendig ist es, wie bereits fraher erörtert, dass die oberen Enden der kürze- 
sten Fäden solche Skalenpunkte erreichen, die im Bereich der unteren Ausgangspunkte liegen. 
In der folgenden Beobachtungstabelle findet solches fiir die Strecke 20 bis Y5 Grad statt. 
2. Von allen Beobachtungen werden zunächst nur die vollkommen ausgefizllten Hori- 
zontalreihen der Rechnung unterzogen. Diese letztere ist stets bis auf die 3. Decimale ausge- 
führt, damit in den Hundertsteln keine Unsicherheit entstände. 
Berechnung des G e  i s  s 1 e r  schen Norrnalthermometers. 
Beobachtungen k, 
1) Man vergleiche nur thatsächlich die ersten Annaherungen der Taf. 11 und IV, und man *d erkennen, daas 
das Mittel der Correktionen bei weitem nicht die Genauigkeit jeder einzelnen zweiten An&hemng erreicht. 
-- 
Verbesserte Beobachtungen k',. nach d e n ~  graphischen Xittel auf Taf. V Fig. 1. 
I I I I I I I I I I I 
Tabelle der Vk + H,-Mb 
H r - M b  
H'r 
I 
- 23.500 
-17.500 
- 12.539 
- 7.562 
- 2.556 + 2.447 
+ 7.471 
+ 12.543 
+ 17.580 
+22  -614 
55.745 
60.745 
65.706 
70.683 
75.689 
80,692 
85.716 
90.788 
95.825 
100.859 
Erste Verbesserungen k , = V + H - Mb - k r in 1/1000 Grad 
graphisch eingetragen auf Taf. V. Fig. 1. 
49.862 
54.862 
59.823 
64.800 
69 806 
74.809 
79.833 
84.905 
89.942 
94.976 
43.007 
48.007 
52.968 
57.945 
62.951 
67.954 
72.978 
78.050 
83.087 
88.121 
+ 2 
+ 12 
+ 1 3  
+ 4 0  
+ 4 6  
4 - 1 9  
- 17 
- 4 5  
- 58 
+ 41 
+ 5 1  
+ 4 2  
+ 4 9  
+ 2 5  
2 
- 48 
-106 
- 69 
+ 1 1 5 / + 1 @ 2 I + 4 7  
! i 4 5 t + 7 1  + 57 
+ 
- 5 7  
-111 
- 5 8  
- 34 
8 + 25 
39.701 
44.701 
49.662 
54.639 
59.645, 
64.648 
69.672 
74.744 
79.781 
84.818 
- 2 2  
- 2 
+ 9 
+ I 6  
Dic auf diese Weise gewonnenen ersten Verbesserungen sind graphisch in Fig. 1 Taf. V 
eingetragen, lind das arithmetische Nittel aus allen einem jeden Grade der Abscisse entsprechen- 
den Ordinaten gebildet. Der Maassstab fiir clie letzteren ist ein sehr grosser. Jede 2 Linien 
Iange Strecke bezeichnet nur 0,Ol Grad. Das vorliegende Thermometer erfordert mithin keine 
grösseren Correktionen als 0,2 Grad. Die ersten Verbesserungen der Fäden weichen von der 
Mittelkurve uni höchstens 0,056 Grad ab; so z. B. die C'orrektion der ersten Beobachtung des 
ersten Fadens. - 
3. Versuchen mir die ursprünglichen Beobachtungen nach der gewonnenen Curve zu 
verbessern, so erhalten wir eine zweite Aunäheriing. 
Z w e i t e  A n n ä h e ~ u n g .  
+ 5 1 -  14 + 3 9  
+ 4 3 /  + 4 8  
- + 3 5  
- 5 4  + 1 
35.992 
40.992 
45.953 
50.930 
55.936 
60.939 
65.96.Y 
71.035 
76.072 
81.106 
- 3 2  
- 2 2  
- 1 1  
- 4 
-111 
- 77 
- 3 5  
+ 32 
i- 71 - 68 1 - 78 / - 39 
- 2 6 1 -  
- 82 
- 7 0  
- 33 
+ 2 6  
+41  + 4 2 / + 2 1  - 5 1 -  9 
f 35 
- 63 
- 5 3  
- 3 2  
- 5 
+ 2 1  
31 .658 
36.658 
41.619 
46 596 
51.602 
56 605 
61.629 
66.701 
71.738 
76.772 
- 9 9 ) -  93 
- 5 9  -103 
- 5 8  - 6 2  
- 21 - 55 
f 24 
+ 58 
4 - 8 0  
4- 87 
+ 3 5  + 5 5  + 4 4 / + 1 8  + 39 + 39 t 48 72 + I 4 - 3 1 / 5 0  4 - 6 4  
25.367 
30.367 
35.328 
40.305 
45.311 
50.314 
55.338 
60.410 
65.447 
70.481 
28.298 
33.298 
38.259 
43.236 
48.242 
53.245 
58.269 
63. %&I 
68.378 
73.412 
- 52 1 -  2 2 ,  + 27 + 51 
21.201 
26.201 
31.162 
36.139 
41.145 
46.148 
51.172 
56.244 
61.281 
66.315 
17.567 
22.567 
27.528 
32.505 
37.511 
42 514 
47.538 
52.610 
57.647 
62.681 
- 136 
-136 
- 175 
- 198 
- 192 
- 189 
- 165 
- 93 
- 56 
- 22 
Verbesserte V'k + H', - Mr 
Verbesser. der 
1/1000 Gtraa. 
25.339 21.167 17.523 -151 
361 189 545 - 129 
339 167 523 - 151 
321 149 505 - 169 
327 155 511 -163 
328 156 512 -162 
345 173 529 - 145 
409 237 593 - 81 
266 622 - 52 
293 649 - 25 
-- 
Zweite Verbesserungen = V'k + H', - N ' b  - k', in Grad, eingetragen auf Taf. V Fig. 3. 
Die grösste hier erhaltene Verbesserung beträgt nur noch 0,025 Grad. Versuchen wir 
ein Mittel zu bestimmen, wie solches in Fig. 2 Taf. V geschehen, so erhalten wir nur an 
den Enden der Skale Werthe, welche '/loo Grad übersteigen. Die meisten Correktionen wider- 
sprechen einander der Art, dass sie sich gegenseitig an ein und derselben Stelle der Abscisse 
ausgleichen. 
Bringen wir das hier gewonnene Mittel in Berücksichtigung, so erhalten wir in Fig. 1 
die durch stehende Kreuze, bezeichnete, punktirt ausgeführte Curve. Wirklich geändert sind 
die unteren Enden der Skale, und namentlich um dieser willen musste die zweite Rechnung 
ausgeführt werden. 
4. Bleiben wir bei diesem Resultat stehen, da eine dritte Annäherung voraussichtlich 
keine bemerkbare Aenderung mehr geben würde, und benutzen die mit kürzeren Fäden ange- 
stellten, bisher noch nicht verwertheten Beobachtungen, um eine genauere Bestimmung der 
oberen Skalentheile zu erhalten. Hier nämlich sind wenig Beobachtungen bisher benutzt, und 
wir können weniger Zuversicht zu der Curve haben, weil die Beobachtungs f e h 1 e r  nicht haben 
ausgeglichen werden können. - I n  der früher beschriebenen Weise ermitteln wir zunächst die 
Fadenlängen, indem wir die Mittel aus allen zusammengehörigen Differenzen der unteren 
und oberen Enden nehmen. 
. 
Controlle. +49 / +47 +27 1 1 4 2  1 f 4 5  I f 2 4  / i-38 1 f 4 1  1 +35 / 3-41 / j -44 1 -45  1-26 1-42  1 - 4 9  1 -21  1 -36  1-35 1-36 1-42 1 
+11 
- 4  
-- 
- 5  
- 5  
-11 
-18 
+ 3  
- 3  
-15 
- 9  
- 2  
-16 
- 4  
- 7  
f 5  
+ 7  
f 5  
-10 
- 1 
f 2  
- 7  
- 1  
- 2  
-16 
-15 
f 13 
- 3  1 - 3  
+ 1  
- 6  
-12 
+ 9  
+23 
+ 12 
- 8  f 7  f 4  -16 
+ 1 5 / + I I  1 - 6 1 - i  - 4  
-11 
+10 
+ 3  
+ 3  
-- 
+ 7  
- 7  
f S  
- 6  
- 8 
+ 5  
- 5  
+ 7  
f l l  
- 4 
- 3  
4-15 
- 1  
+ 1  
f 1 5  
+ G  
+12 
+ 3  
+ 8  
+12 
Zweimal verbesserte Beobachtungen nach Taf. 
Verbess. 
untere 
Enden. 
- 10.151 55 690 
- 5 . 1 2 9  741 
- 0 . 1 5 1  704 
+ 4.831 686 
708 
I IV. I V. 1 VI. VII. Dritt. Ver- bess. der unt. End. 
- 153 
- 129 
- 149 
- 166 
- 159 
- 158 
- 142 
- 78 
- 51 
- 25 
Bestimmung der Fadenlängen: Differenz der verbesserten oberen und unteren Enden. 
5. Die unter der Ueberschrift m . H, verzeichneten Siimmen aller Beobachtungen be- 
weisen, dass auch die Correktionen der unteren E~iden sich um kein halbes Hundei-tstel eines 
Grades bei der dritten Annäherung ändern wiirderi. Denn es war H, 
bei der 
zweiten 
31.808 
39.830 
44.808 
49.791 
54 796 
59 .T97 
64.814 
69.878 
74.907 
79.934 
bei der 
dritten 
Differenz 
in 
j;ooo Grad 
Wie man aus obiger Tabelle sieht, weichen die einzeln erhaltenen Fadenlängen vom 
Mittel um höchstens 0,02 Grad ab, ein Fehler der bei der vorliegenden Art der Beobachtung 
begangen werden konnte. 
6. Die zuletzt erhaltenen Fadenlängen benutzen wir, um die noch übrigen am Anfang 
der folgenden Tabelle verzeichneten Beobachtungen zu verwerthen. Es  folgen diesen die be- 
rechneten oberen Enden, die man erhält, wenn die Fäden an die höher gelegenen nunmehr 
verbesserten unteren Enden angesetzt werden, und endlich die Verbesserungen. 
Die graphische Zeichnung Fig. 3 ergab ein Mittel, welches durch blosse Punkte ange- 
- 
Beobachtungen der oberen Enden: 
Unverbess. 
untere 
Enden. 
deutet, in die Fig. 2 übertragen wurde. Die Abweichung von der vorhin erhaltenen ~ i t t e l -  
40 
45 
kurve beträgt noch nicht 2/,",, Grad, während die End- und Anfarigspunkte fast ganz genau 
übereinstimmen. Berücksichtigen wir die letzt erhaltenen Verbesserungen der oberen und auch 
noch die dritte Annäherung der unteren Enden für sämmtliche Beobachtungen und suchen von 
99.99 
neuem die Fadenlängen ; eine Rechnung. die für die Praxis wolil zu empfehlen ist, um mög- 
lichst genau eine Tabelle der Beobachtiingsfehler herzustellen.- Die ganzeil Grade sind fortgelassen. 
I 
Verbesserte Bcobachtungen. 
-- 
I 55.689 49.817 ' 42.979 39 662 1 55.971 , 31 .636 ' 28.269 25 318 21.170 ( 17.508 
740 I 8511 893 678 989 1 646 282 368 ' 188 551 
676 
951 
522 
766 616 
095 I 773 064 750 639 
008 159 ! 842 103 817 329 686 
173 / 855 129 829 71 1 
, 877 173 860 610 559 
I 183 842 488 577 745 
I 850 483 534 340 72 1 I 530 302 I 265 1 638 
6 
60 
55 
93.14 
98.16 
89.83 
94.&4 
99.86 
86.13 
101.82 
I 
95.52 
100.51 
98.47 
91.11 
96.16 
101.16 
81.87 78.51 
Zweimal 
verbess. 
unt. Enden 
40.004 
45.029 
50.058 
55.061 
60.045 
65.011 
91.32 
96.29 
101.24 
75.60 
87 .T3 
92.68 
97.62 
Berechnete obere Enden, durch Addition der Fadenlängen an die 
verbesserten unteren Enden. 
86.85 83.50 
199.989 
80.59 
85.59 
90.56 
71.39 
91.84 
96.83 
69.958 j 
67.70 
88.51 
93.47 
Differenzen der beobachteten und berechneten oberen Enden d. h. Correktionen in I/„„ Grad 
graphisch eingetragen auf Taf. V Fig. 3. 
93.134 
93.159 
I I 
76.42 
81.44 
86.39 
72-79 
77.82 
82.79 
89.826 
94.851 
99.880 
100.502 96.8'29 
/101.276 
92.684 
97.631 
86.119 
91.144 
96.173 
101 .I76 
81.784 
86.809 
91.838 
96 ,841 
101 .825 
73.426 
83.451 
88.480 
90.483 
38.467 
90.552 ' 86.379 
95.536 91 .363 
82.734 
8'7.718 
Beobachtungsfehler in 1/1000 Grad. 
Yeibesgai. 
untere DSerena der oberen und untsrrrn Enden. 
E d a  
7. Nach der N&hode der kleinsten Quadrate w&e hier der mittlere Fehler 
- 0,0105 Cmd, 
der wahrscheinliche Fehler 3 0,0071 Grad. 
In der That finden wir 66 Beobachtungsfehler von 0 bis 0,007 Grad. 
73 Beobaohtungsfehler grclsser als 0,007 Grad. 
Weiter aber giebt die Rechnung und Beobachtung folgendes Resultat. 
55.061 427 516 503 684 
60. M 5  438 489 295 676 
65.011 519 29 1 f338 
69.958 307 - 680 
49.815 
807 
825 
817 
825 
823 
826 
8.38 
85T5 
798 
838 
826 
819 
46.124 
118 
121 
117 
I08 
118 
125 
1 OS 
099 
089 
099 
100 
117 
53,132 
12.2 
133 
130 
134 
122 
122 
120 
1% 
120 
155 
144 
- 10.153 
- 5.129 
- 0.149 
+ 4.834 
+ 9.821 
+ 14.842 
+19.%8 
+24.918 
+29 949 
+34.975 
+ 40.004 
49.029 
50.058 
27.661 
680 
675 
683 
6?Q 
6% 
666 
676 
667 
664 
6&2 
682 
679 
65.842 
869 
852 
852 
$66 
$5@ 
861 
859 
869 
867 
59.970 
980 
975 
979 
981 
986 
988 
985 
973 
990 
004 
41 -785 
775 
772 
782 
782 
785 
767 
775 
777 
775 
813 
800 
802 
38.422 
411 
416 
427 
40? 
41k 
424 
417 
429 
431 
428 
428 
452 
35.501 
497 
486 
482 
479 
486 
492 
494 
480 
496 
503 
503 
501 
31.323 
317 
320 
310 
320 
322 
304 
320 
318 
305 
325 
300 
329 
Aneaht der Beobacbtmgen. 
' B e r e c h n e t  I I /  G e f u n d e n  
inclusive 
E s  liesse sich gegen diese Art Anwendung der Wahrscheinlichkeitsrechnung auf den 
vorliegenden Fall der Einwand erheben, dass den einzelnen Grössen der gewonnenen Correk- 
tionskiirve nicht ein und dasselbe Gewicht zukäme. Allerdings haben wir eine verschiedene 
Anzahl von Beobachtungen an den verschiedenen Theilen der Skale; diese aber einzeln zu be- 
rücksichtigen, scheint namentlich bei dem eingeschlagenen graphischen Verfahren kaum aus- 
fiihrbar. Wir  nehmen desshalb ein durchschnittlich für alle Theile gleiches Gewicht an, und 
von diesem Gesichtspunkte aus darf ein Vergleich wohl ausgeführt werden. Die grössten Beob- 
achtungsfehler erscheinen an dcm obersten Ende der Skale, was auf den Umstand hinweist, 
dass wir vielleicht ein grösseres Gewicht zur Herstellung der endgültigen Kurve den nachträg- 
lich - durch Addition der Fadenlängen - bestinimten Verbesserungen, und dem Fig. 3 Taf. V 
gewonnenen Mittel hätten zuschreiben sollen. Indess übersteigt, wie vorliegende Tabelle zeigt, 
kein Beobachtungsfehler die berechnete äusserste Gränze, bei welcher noch e i n  ganzer Fehler 
begangen werden kann. 
Noch auf andre Weise versuchte ich einen Werth für den wahrscheinlichen Fehler 
zu ermitteln. Mit ein und demselben Quecksilberfaden stellte ich an zwei verschiedenen Stel- 
len des Tbermorneters von Ncuem Nessungen an, und zwar so, dass vor jeder Ablesung der 
Faden um ein weniges vor- oder zurückgestellt wurde. 
Nachher wurden die Differenzen des oberen und unteren Endpunlrtes, und endlich die 
Abweichung jeder Beobachtuag vom Mittel verzeichnet, wie solches in der hier folgenden T% 
belle mit 31 Beobachtungen geschehen. Zur Herstellung der ersten Beobachtungstabelle (deite 32) 
war das Verfahren dasselbe, wie es hier beschrieben, nur wurde dort für jede Stellung des 
Fadens eine einzige Beobachtung gemacht; die Abweichung des unteren Fsdenendes vom Haupt- 
punkte, die höchstens I/,o Grad betrug, wurde dem beobachteten ska len~unkte  des oberen En- 
des hinzugefiigt, so dass die niedergeschriebene Ablesung einer genauen Einstellung auf den 
unteren Hauptpunkt entsprach. 
Im Mittel erbalten wir also durch unmittelbare Beobaohtung für den wahrscheinlichen 
Fehler denselben Wert,h 00,007, der sich vorhin als Resultat der Methode eqab.  (Fassen wir 
sämmtliche 31 vorstehende Beobachtungen zusammen, was streng genommen nicht geschehen 
darf, so käme der wahrscheinliche Fehler 0,0061). - Demnach wäre bis auf ~/,oo Grad etwa 
im vorliegenden Falle das Kaliber genau bestimmt. Indess muss ausdrücklich bemerkt werden, 
dass eine grössere Genauigkeit sehr leicht erreicht werden kann, dadurch dass jeder Beob- 
achtung in der ersten Tabelle drei oder mehr andere zu Grunde gelegt werden, ganz in der 
Art, wie wir es soeben ausgefiihrt. Nur darf hierbei nicht vergessen werden, dass, wenn 
auch die Ablesungsfehler dadurch bedeutend vermindert werden, ein jeder einzelne Pa- 
den um so viel längere Zeit beobachtet werden muss, und ein Einfluss der Temperaturschwan- 
kung vergrössert wird. Diesen Uebelstand vermindert man, wenn nach ,iusführiing einer Beob- 
achtungsreihe mit einem Faden, man denselben wieder zurückführt, uni sich an den Anfangs 
beoba,chteten Skalenpunkten zu überzeugen, dass die Länqe nicht merklich verändert. - 
8. Endlich habe ich noch das obere Ende der Röhre einer speciellen Rechnung unter- 
worfen. Die hier folgende mag als Beispiel für den Fall dienen, wo nian über eine sehr grosse 
Anzahl von Beobaühtiingen an einem langen Thermometer verfügt. Xan kann dann nämlich 
Gruppen unterscheiden, eine jede mit einer gleichen Anzahl Horizontal- und Vertikalreihen. 
Man erhält dadurcb besondere Correktionskurven für die bezüglichen Theile der Thermometer- 
röhre, welche sämmtlich , im Allgemeinen, verscliiedeiie Verbesserungen anzeigen. Dadurch 
a. 
Ablesung der un- 
teren Enden. 
b. C. Beobaehtungsfehler 
Ablesung der oberen 
Enden. Fadenlangen. vom Mittel 
- 0.003 + 0.017 + 0.017 
+ 0.007 
- 0.023 + 0.007 + 0.007 
- 0.003 
- 0.013 
- 0.013 
10 03 41.79 1 31.76 
9 97 I 41.71 31 .74 
9.99 
10.07 
10.00 
9.96 
9.98 
10.05 
10.03 
9 99 
Mittel 31.757 
Daraus berechnet der wahrscheinliche Fehler = O0 .00904. 
Der Faden um 100 verschoben, 
41 .73 
41 82 
41.78 
41 .71 
41 .73 
41 81 
41 .SO 
41.76 
31.74 
31 .75 
31.78 
31.75 
31 .75 
31 .76 
31 .77 
31 .77 
19.90 51.61 
1999 1 51.71 
20.03 51.76 
19.98 51 .71 
19.99 1 51.71 
20.04 I 51.77 
20.06 1 5178 
20.00 51.72 
19.96 I 51.69 
20.09 51.81 j 5i.7g 
19.95 51.69 
20.03 51.76 
Mittel 31 0 727 
Wahrscheiolicher Fehler 0°,00531. 
31.71 
72 
73 
73 
72 
73 
72 
72 
73 
71 
72 
74 
73 
73 
, 73 
72 
73 
74 
?S 
74 
20.03 
20 11 
20.00 
20.02 
19.89 
20 03 
20.02 
20 03 
+ 0.017 + 0.007 
- 0.003 
- 0.003 
+ 0.007 
- 0.003 
-i 0.007 
-k 0.007 
- 0.003 
+ 0.007 
+ 0.007 
- 0.013 
- 0.003 
- 0.003 
- 0.003 
- 0.003 
4- 0.007 
- 0 003 
- 0.013 
- 0.003 
- 0.013 
51 .76 
51.84 
51.73 
51 .74 
51.62 
51 .77 
51.75 ' 
51 77 
aber, dass in diesen verschiedenen Theilen gemeinsame Abscissenstiicke vorkommen, kann eine 
jede Curve so gedreht werden, daas sie in der identischen h e c k e  mit der f d e r  gefundenen 
Curve zusammenfällt. 
Wir benutzen die von 40 bis 60 Grad auslaufenden letzten fiinf Fäden,: und verfahren 
ganz wie frnher. 
- - 
Erste Verbesserungen in 1/,000 Grad, graphisch in Taf. V Fig. 4. 
Beobachtungen k, 
Das Mittel der Verbesserungen ist punktirt in Fig. 4 Taf. V dargestellt, und dient als 
Grundlage der folgenden zweiten Annäherung. 
375.07 
I H r  
75.014 
400,15 80.030 
425.20 85.040 
450.04 90.008 
474.86 94.972 
Verbesserte Beobachtungen k ' , I H.= 
I I VIL I VI. VIII. I Q. 1 X. 
I 459.21 1 442.46 427.86 / 406.96 1 388.83 1 2125.32 1 425 .064 
75.60 
80.59 
85 .59 
90.56 
95.52 
78.51 
83.50 
88.51 
93.47 
98 .47 
40 
45 
50 
55 
60 
V i :  1 91.842 ; 88.492 
I 
I 
81.87 
86 85 
91 .84 
96.83 
101.82 
1 91.840 / 88.490 1 85.570 I 81.390 1 77.773 / 
v ' k  I 
71.39 
85.572 1 81.392 1 77.776 I 
85.013=M'b 
67.70 
85.013 = Mb 
I 
76.42 
81.44 
86.39 
91.32 
72.79 
77.82 
82.79 
87.73 
Zweite Verbeeserungen, graphisch in Fig. 5 in G x d n .  
Die gewonnenen zweiten Terbessernnpn, in Fig. 5 verzeichnet, sind sehr gering, aber 
doch noch merlrlicb. 
9. Die .verbesserte Yittelkurve Fig. 4 (duroh k~rzere  Striche und Punkte bezeichnet) 
wurde nun nach Fig. B so übertragm parallel mit sich selbst, dass die der Abseisse 760 ent- 
sprechende Ordinate mit der der Nittelkurve Pig. 1 zusammen fiel. (Die letztere war vorher 
um 10 Theile tiefer gezeichnet worden in der Pig. 7). - Wird nun die Ourve in Fig. 6 mit 
Hülfe eines Werthes a = 0,0046 um den festgedachten zu 760 gehörigen Ordinatenpnnkt ge- 
dreht, so fallt sie in die Pig. 7 (durch Kreuze bezeichnet), und wird mehrmals von der mit sich 
selbst parallel versetzten Kurve der Fig 1 durchschilitten. Die grbsste Abweichuq betrggt 
0,015 Grad. - Die früher bestimmte Curve hat indess mehr Gewicht. 
Dass die zweiten Verbesserungen in der letzten Rechnung so geringe Werthe er- 
hielten, das liegt an der kleineren Zahl von Beobachtungen. J e  weniger solcher vorhanden 
sind, um so mehr schliesst sich das Endresultat denselben an, um so k l e i n e r  e r s c h e i n e n  
die Beobacbtungsfehler, und um so m e h r  ist ist das Endresultat unsicher. 
Auch die Correctioaen der unteren Enden lassen sich durch Drehuag, (U = 0,0046), in 
fast völlige Uebereinstimmung bringen mit den Ordinaten der entsprechenden Abscissensti-ecken, 
wie eine leichte Ueberlegung sogleich zeigt. 
VI. Die Abtrennung der Fäden. 
Die meisten sorgfältig gearbeiteten Thermometer gestatten, namentlich, wenn die Röh- 
ren eng sind, ohne Weiteres die Abtrennung eines $'a(ieris. Mau braucht sie blas vertikal ZU 
stellen mit der Kugel nach oben, und gelinde zti etosseu. Fürchtet man, das Thermometer 
durch stärkeres Aufklopfen zu beschädigen, so fasse man statt dessen dasselbe mit der ganzen 
Hand, die K ~ e l  nach unten gerichtet, und führe eine mehr oder weniger heftige Armschwen- 
kung aus. Durch Einwirkung der Schwungkraft trennt sich alsdann gewohnlich ein Faden ab, 
dessen Länge in allen Fällen später beliebig geändert werden kann. 
Sind bei luftleeren Thermometern die Röhren weit, so wird man oft finden, dass 
die ganze Quecbilbermasse sich leicht hin und her bewegt, ein Faden trennt sich alsdann nicht 
ab, sondern in der Kugel bildet sich ein Vacuum. 
Doch auch in diesem Falle ist es mir meist, wenn auch erst nach viel vergeblichem 
Hin- und Herschwenken gelungen, den Zweck zu erreichen: Man bringt es zunächst leicht 
durch rasches ~ufrichten der Röhre dahin, dass das Vacuum sich an der Verbindungastelle 
ewischen Röhre und Kugel befindet. Ein gelindes Aufklopfen bei horizontaler Lage des 
Thermometers bringt jetzt oft eine Trennung hervor. - Hierbei sind meist sehr weiche Hand- 
bewegiingen nöthig. Zuweilen ist es nothwendig, sogleich nach dem plötzliohen Aufrichten der 
Röhre, dieselbe so schnell wieder in horizontale Richtung ZU bringen, dass der leere Raum bei 
der Verbindungsstelle swiechen Kugel und Röhre, noch sichtbar bleibt. - Jetzt erwärmt man 
die Kugel bis der genannte Raum bahezu ausgefüllt ist, und ein gelindes Klopfen bringt als- 
dann die Abtrennung eines Fadens zu Stande. - 
Wie dieser letztere nach verlängert oder verkürzt wird, ist leicht eimusehen. 
Bekanntlich trennt sich der Faden leicht wieder an der Stelle ab, wo die Q ~ e c k s i l b e r ~ ~ ~ e ~  
bei Aufrichtung der Röhre zusammentrafen. Erwärmt man die Kugel, so tritt einiges Queck- 
silber aber diese Stelle hinaus, und der Faden wird um so viel länger, als Quecksilber aber 
die Trennungstelle lief - Will man den Faden verkürzen, 80 lässt man diesen zunächst abge- 
trennt liegen, erwärmt erst die Kugel, und lässt dann durch Aufrichtung der Röhre die Queck- 
silbermassen zusammenfliessen. Wehrend der langsamen Erkaltung der Kugel tritt nun wieder 
e h e  Mstibnmte Menge aus dem Faden über die Trennnngs&lle Biaweg, zur&& in die 
Kugel. Bis auf I/„ Grad genau kann auf diese Weise leicht die erwnnschte Länge des Fa- 
deas erhalten werden. - 
Xan findet vielfach den Rath angegeben, es solle die Thermametarsöhre an der Stelle, 
wo die Abtrennung geschehen soll, mit der Lothrohrflamme erwärmt werden. Ich kann mir 
aber nicht denken, dass bei Thermometern, die mit einem Glasmastel umgeben sind, ohne Ge- 
fahr für den Apparat dieses Verfhhren eingeschlagen werden durfte. 
Wenn endlioh verhältniasm&ssig, viel Luft in der Röhre enthalten k t ,  so gelingt eine 
Abtrennung meist nur durch die oben beschriebene plötzliche Sohwenkung dee gpnzen Thermo- 
meters mit dem Arm. Doch ist, wenn auch dieses gelungen, eine mich Wunach zu verandernde 
Einstellung des abgetrennten Faden nicht möglich, wenn dieser sich nur ddrch gewaltsame Be- 
wegungen verschieben lässt. Frir die Correktian bleibt nur der sehr mangelhafte Weg des 
Vergleiches mit bereits regulirten Thermometern übrig I). 
1) Wenn man sich ein Thermometer aussucht,, so überzeuge man sich stets davon, ob ein Faden sich abtrennen 
kWt. Wenn letzteres nickt der Fall, so thut man besser, solch ein Thermomete~aicht zu kaufen. 
Z w e i t e r  T h e i l .  
Die Kalibrirrnethoden von Gay-Lussac, Rudberg, Hällstrilm und Egen. 
Nachdem wir eingehend die B e  s s e 1 sche Methode erörtert und deren Genauigkeit ge- 
pruft haben, liegt uns noch ob, diesalbe mit den übrigen bisher vorgeschlagenen zu vergleichen. - 
1. Die Methode von Gay-Lussac. 
1. Diese ist die einfachstc von allen. Ein kurzer Quecksilberfaden wird in der Röhre 
verschoben, der untere und obere Endpunkt notirt, - allemal aber beim Fortrücken das un- 
tere Ende genau an den Punkt gebracht, bis zu welchem bei der vorhergehenden Beobachtung 
das Quecksilber reichte. - Die ganze Ilöhre wird dadurch in eine Anzahl gleich grosser Vo- 
lumtheile getheilt. J e  kurzer der Faden, um so genauer können die einzelnen Theile der Rohre 
bestimmt werden. - 
Diese einfache Methode ist sehr alt und in die meisten Lehrbücher der Physik über- 
gegangen. 
Am sorgfältigsten dargestellt wurde sie von P i  e r r  e I), der das Verfahren in der Art 
und Weise beschreibt, wie R e g n a u l t  dieselbe auszufiihren und in den Vorlesungeil am Col- 
lege de France vorzutragen pflegt. - R e g n a i i l t  und P i e r r e  geben aber eigentlich keine 
Correktions-, sondern nur eine Ealibrirmethode, denn die Thermoterrohre ist von der Skale ge- 
trennt, und mit Hülfe einer Theilmaschine werden die verschiedeilen Längen der Quecksilber- . 
fäden durch ein Fernrohr beobachtet, und erst nach der Beobachtung mit Hillfe derselben 
Theilmaschine die Skalen verfertigt. -- Ceberhaupt konnen Kalibrir- und Correktionsmethoden 
unterschieden werden. Zu den ersteren gehorcn die von G a y  - L u s s  ac  und Ru d b e r g ,  zu 
den letzteren die von H ä l l s  t r om,  H e s  s e l  und Egen .  Selbstverstandlich kann jede Correk- 
tionsinethode zur Kalibrirung diencii, ilicht %bei* umgekehrt. Eine genaue Ablesung, wie sie 
P i e r  r e verlangt, darfte bei den nieisteil fertigen Thermometern kaum thunlich sein, nament- 
lich wenn, wie in neueren Zeiteii gewohnlich geschieht, die Thermometerrohre nebst Skale in 
einen Glasmantel eingeschmelzt ist, welch letzterer zu wenig gleichartig in der Masse ist, um 
deutliche Bilder im Fernrohr oder Mikroskop zu geben. Schon aus diesem Grunde entbehrt 
die Methode eines Vorzuges. Wenn aber nach ausgeführter Halibriruiig und Skalenverfertigung 
das Thermometer kontrollirt werden soll, so sieht mau leicht ein, dass zu einer andern Ivfethode 
gegriffen werden muss. - Ueberhaupt lasst sich Manches gegen ein doppeltes Verfahren, näm- 
lich das Halibriren u n d  nachherige Corrigiren, einwenden. Die erste sehr mahsame Arbeit 
scheint umsonst gethaii, wenn eine Correktion nachtraglieh doch noch notbwendig erscheint. 
Denn es durfte kaum als Vortheil angesehen werden, wenn eine geringe Verbesserung, statt 
1) Pogg. Ann. Bd. 57. p. 554. Anm. 1. - Ann. de chim. et de phys Ser. 111. T. V p. 427. - Schon L a m -  
b e r t  giebt in seiner Pyrometrie 1779 ein ~hnliclies Verfahren an. 
einer grössem,  fin eimr %wba&Cung anzubringen bleibt. - f i e r r e  empfiehlt a-ch Fädeih 
von verschiedener L i iwe  211 bbobf~chkn, ~~ament l ich  solch einer ~ I I ~ ,  die keh mul$ipltim sdm 
submultiphm der a m  g e w & ~ 9 ~  ist .  damit eine Controlle der vers@hiedenen Be&achtun,aeh 
orindg{ieht wer&. L Wie diese Contl.olle auszuführen sei, wird an der angcftiiirten SkIlt: gBns- 
]ich iibeqangeo, nna  dass iiberhatrpt nach voi.angqanaener I(:~libiriing es mit der nachf~lgerr- 
der Corre~tioii  ernstlich yeriicint sei, scliliesse ich aus d(.ii bci4~5n S&lus,x~tzm: 
, ,mcnn alle diese Prtlfungen ausccfiihrt sind, kcinncn „offerib:ir" clic voyscbiedeiicn 
BeiichtiguugYt3feln, die man später ableitet, nur nocli uiisserst kleine Untcrscliiede darbieten.“ 
Und weiter: ,,Sobald die Röhren nach dein vorhiii beschricbericil Vcrfalircn lralibrirt worden, 
die Berichtigungen, welche man dnrch diese Prufungsmethodc findet, immer at~sscrst Blein, 
(also doch vorhanden), uncl oft ganz zu vernschlässigcn." Zwar muss man zugestehen, dass d b  
gedackm späteren Berichtigungen klcin sein werden. Unzweifelhaft werden aber gerade bei der 
sk~ lenve r f e r t i g i~~~g ,  durch Temperztu~ch~vank11ngei1, durch n~angclhaft? Einstellung U. 8. W., 
Feliler entstehen, die nicht mchi  nach der angefiihrten SIetliode nachher fortgeschafft wer- 
deri lrbnnen. Die vorangegangene Iialibiirung schcint mir sogar in dem 3laassc schadlich 
und nutzlos, als sie gcnatier ausgefulirt wird, denn der Beobachter neigt dann zur Ternach- 
liissigilng der spatercn Berichtigung, clic (loch als Hauptsache stehen bleibt, da nur mit dem 
fcrtigeri Tlieruioiizcter irnd iliciit mit tler blassen Rohre espeiirnentirt wird. 
Derbclbe Einwand ist g q e n  d : ~  Vcif:iE:.eii zu erltcbcil, ( T ~ I s  TVclsti 1) im Ke-w'sclien 
Obscivatoriiim ariwandte. Auch hier wird d :~s  'I'hermon~eter zuerst lralibiirt, und dann Borri- 
girt. - Lctztercs wurde sclioil von Friiiaii ) bcnlerlrt und gerilgt. - E j u e r  spateren Mitthei- 
lung zu Folge:) ~vnrderi cljv „uiltcr Lcituiig R e g i i a i ~ l t ' s  kalibrirten Thermometeru nicht mei- 
ter kontrolliit, soiirle~n der beigef~~gte, jctlein Therin~metci. eigcut!iuiillichc Ealibermaa~sstab in 
B:~!lr e n  i i o i  t'uclie Grade \rci.w:iude!-c. - 
3. T%7ird ~ I i c  G ~ L Y  - E U s s 11 c 'sehe Xetiiotle aiif bereits fertige Thermometer angewandt, 
so entsteileil lnchrc Bcdenlcen gegen rlieselbc. Schon B e s s e l  bcrncrkt;), d a s s  d i e  i l b l e s u n g s -  
fcl i i t t i  s i c h  h a i i f  eil m ü s  a c n ,  iirid zwar uni so incbr, als dic Baden kurzer und zahlreicher 
sinti, welch ictztercr Unlstar,<i wieclcinm von ünctercr Seitc zu einer giosseren Genauigkeit 
1lotilwe:tciig crschciiit. - 7jC'eitcr aber musa bemerkt werden, dass es sehr schwer ist, k~ i rze  
lti'ütlen, iiamentlich in ciigcn Rohren, abzutrenneil, und dass, auch wenn solches gcliingcn, dieselben 
nur sehr schwer in1 Innerii foi tgchchoben :vcrc!en lionnen. - Das früher belianrle!te G e  i s s l  er'schc 
Sorina!tiicriiloinetcr wdlitc ioii nach der G a y  - L i ~ s  sac'sclicn JIcthode korrigiren, scheiterte aber 
an der Uniiloglichkcit, Püclen von weniger uls 130 Liinge ai>zutieniien, so dass schon um dieses 
ciricn Uinstandes wcgeü ein andere3 Vcifi~liien geboteil erschien. Ganz ciasselbe bemerkt schon 
Rut lberg5) ,  der dessh:tib tinc rieric Xetliotle sicli crsaliri. Unscrein Gcgcnstiinde liegt nach 
allciil i?iigefiik~itca dic G a y  - T~iiss nc'ieiici Metliodc fcrc S:c iiiag stets mit Nntzen ange- 
i )  Proc. of Roy. Sac. vI. p. 17s  und Phil. JIag (4) I'V p. 3%. - 
2 )  Fortschr. d. Pliys. fitr 1859 p. 661. E r m a n  nennt hier die Cessel ' sche 3Ictiiode eine solche, die sicher 
und schnell die gesuchten Wertiie liefert. Dass W e l s h  nach derselben spiiter corrigirt habe, mit in den „Fortschrittenc' 
berichtet wird, gellt niciit :.ui der Originnlnbhn::dlung hervor. Hier wirr1 nänilich blass :versichert, die nothwendigen Cor- 
rcktionsgi.i>ssen seien d;~diircli gefciiden norden, dass mau liingere i.",i.tleii verschob und deren Lsnge maass. Welcher Art  
die endgültige Verlresacrung bcreclinet worden, düriiber i.t niciits 6;ihercs angegeben. - Nnn nennt of t  jedes Verfahren, 
bei dein mehrere und Isngcre F5de.n beobachtet werden, irrtliürnliclier Weise B e s ~ c l ' s c l i e  ilIotbodc; die Beobachtung der 
Fadenendpunkte liegt aber allcii zu Gruiide: die Art der Verlverthung, die Berechnung der Verbesserungen begründet den 
Unterschied der Methoden. 
3) Rep. of. Brii. hssocintion 1803. 2 p. 34. 
4) Pogg. Anii. Bd. 6 p. 291. 
5 )  Pogg. Ann. Bd. 40  p. 562. - Eine rorläiifige Snkiindigung in Pogg. Arm. M. 37. P. 376. - EIier wird 
angefülirt, ,,ein Therniometer, dessen Grade eine Lange von 2 JIillim. lies!isse, könne man bis auf O,2 Grad mit Sicherheit 
theiien." - Diese Anforderung erscheint riohl keinesivegs befriedigend. 
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wandt werden, wenn es gilt noch unbearbeitete Whren zu untersuchen, in welchen auch ganz 
kurze Fäden leioht fortbewegt werden können. Die Ablesungen eines genauen mit der Rdhre 
verbundenen Maassstabea bei sorgfältig angestellter Beobachtung geben unmittelbar das Kaliber an. 
Ausser der so eben besprochenen giebt es noch eine Methode, die nicht zur Correktion 
fertiger Thermometer, sondern blass zur Kalibrirung, im strengeren Sinne des M70rtes, dient, 
die wir hier kurz anfuhren wollen. 
11. Rudberg's Methode. 
1. R u d  b e r g  sucht mit längeren Fäden, „die sich stets leichter abtrennen lassen", zu 
operiren. Der kürzeste derselben braucht nur des Volumens der ganzen Röhre zu haben. 
Folgweise werden nämlich Fädcn genommen, die sehr nahe = I/,; I/,; 5/„; "I/,*; ?3/;, U. s. W. 
des ganzen Volumens betragen. E s  gehe das Thermometer vou 0 bis 1000. An dem ersten 
Faden, den man zuerst mit dem untern Ende auf 0°, dann mit dem oberen auf 1000 einstellt, 
beobachtet man je das obere und untere Ende, n ,  und n,; alsdann wird 500 bci n1 + n2 2 sein, 
wenn n, und n, nicht sehr verschieden von einander sind. Xeue Bestimmungen für denselben 
Ort  erhalt man dadurch, dass man denselben Faden um ein weniges verkürzt oder verlängert, 
und dann das Mittel aus mehreren Bestimmungen nimmt. Jetzt wird eine Siiule abgetrennt, 
welche sehr nahe = des Volumens, und mittelst dieser wird die ganze Strecke von 0 bis 
100 in 6 gleich grosse Thcile getheilt. - Der Fitden reiche von 0 bis n ' ,  wcrdc auf ri' ge- 
nau (?!) eingestellt uud reiche bis n", ondlich reiche er von 1000 ruckwarts bis U"', so ist, 
,,wem ji = n'" - n" wic fast immcr schr klein'., 
3 X k h = 100" 
I, 
also X = 33'/,0 qz 
folglich 33"/3 bei 11' &- J/, i. 
660 3/, bei u" ' E. 
Zur Clontrolle beobachtet nisn auch von 100"~s zrreimal rückwärts, und einmal von 
00 vorwärts denselben Faden. Die übrigen Sechstel des Volumens werden dadurch bestimmt, 
dass dieselben Fäden von dem bereits gefundenen 500 = Punkte aus einmal nach 00, denn nach 
1000 hinlaufend, beobachtet werden. 
DIan erkennt leichr, wic die Fäden von der Länge 5/12, l l j a l  oder 13/„ dazu dienen, die 
Unterabtheilungen der Röhrt: zu kalibriren. - E s  wird i~ämlich zuerst die Fadenlänge ermittelt, 
indem man die Länge 5/12 zweimal von 0 aus einstellt,, und das zuletzt beobachtete Ende, das 
uin 5/6 von 03 absteht, mit der friihcren Bestirnmung dieses Piluktes vergleicht. Der Unter- 
schied giebt die Correktion der FSidenlänge. Vom Xndpunktc s/„ aus muss der halbe Unter- 
schied dieser Fadenlänge abgezogen oder hinzugefügt werden, und so erhält man den Ort 
5/,, gennu. - 
2. R u d  b e r g  führt in seiner Abhandlung 1) ein Beispiel aus. E s  genüge hier auf 
einige wesentlichere Umstände hinzuweisen. - Die Röhre wird mit einen1 Maassstztbe fest ver- 
bunden, und wenn dieser genau gearbeitet, so erhält man in der That einen Uebcrblick über 
das wahre Vol~xmen der Eöhre; als Correktion eines fertigen Thel-momctcrs kann die Methode 
nicht tliencn, weil der 3lanss;jtnb überall gleich gross vorausgesetzt wird. Vor Allem aber ver- 
liert sie dadurch an Werth, dass, ähnlich wie bei der G a y  - Liis s ac'schen Methode, einmal 
bestimmte Grössen, als Ausgangspunkt für andere Theile der Skalo dienen, dass also ebenso 
wie dort, auch hier die Beobachtungsfehler sich häufen, was bei der B e s  s e l'schen Methode 
niemals geschieht. So dient in1 vorliegenden Falle der Punkt  5O"ls Ausgang für den Punk t  
1) K0ng.i. Vetensksps--4cadeniiens Handlingar fir ar 1834 p. 373. Pogg. Ann. Bd. 40 p. 574. 
83'/,; mit Hulfe dieses letzteren wird die Länge Fadens 5/12 bestimmt, und alle Yerbesse- 
rurigcri werden durch den ersten bei 50' begangenen Fehler beeinflusst. Die Methode msg im- 
merhin ihren Werth haben, in solchen Fällen, wo es gilt, sehr feine Röhren zu untersuchen, 
in welchen kume Fäden nicht mehr \.erschiebbar sind; als Correktionsmcthode kaun sie aber 
garnicht dieneli, auch erkclirit R i i d b c r g  selbst die B c ~ s e l ' s c h e  Methode als die beste an, er 
verwirft sie blass, weil sie, streng ;busgeftthrt, ,,selir weitläufig1 sein solle. - Gellcn wir nun 
iiber zu den beiden anderen genannten Halibrir- uud O~rrekt~ionsmcthodcii. 
I .  Hällström's Methode. 
I. Diese Methode ist durchaus einer besonderen Beachtung werth, weil sie, namentlich 
da, wo eine geringere Genauigkeit erstrebt wird, sehr rasch zum Ziele führt. E s  soll dieselbe 
hier ausffihrlich dargethau, urid auf das vorhin bereits untersuchte G e i s  s 1 e r  sehe Normalther- 
mometer angewandt werden. Sie erscheint an und für sich schätzenswerth, dann aber auch, 
weil sie mit der berichtigten Besselschen Methode combinirt werden kann, wodurch man am 
schnellsten zum Ziele gelangen diirfte. - 
Die Originalabhandlung 1) ist sehr oft mit grosster Anerkennung citirt worden 2); so 
viel ich aber auch nachgesucht habe, kann ich doch nirgends eine eingehende Darstellung 
der Nethode finden Y). Um so mehr erscheint hier eine Aufnahme derselben gerechtfertigt. 
2. Zwei Punkte dcr Skele, etwa 0') und 100°, werdeu als fest augenommen, und die 
Correktionen der ~ibrigeri durch das Volumen dieser Strecke gemessen. Zwei E'äden von der 
Länge X und y werden abgetrennt, so- jedoch, dass dieselben moglichst nahe submultipla der 
ganzen Strecke sind. Ganz wie zuvor bei der Besselsohen Methode werden die unte- 
ren Enden der Fäden; folgweise auf die unteren Hauptpunkte gesetzt, und die oberen En-  
den beobachtet. Damit hiebei die Schätzungsfchler vermindert werden, ist es zweckmässig 
mehre Beobachtungen an jeder Stelle auszufuhren, wie solches früher schon (Seite 43) beschrie- 
ben wurde. 
Jetzt ermittelt man die auf das gewahlte Maass bezogene wahre Länge des Fadens auf 
folgende Weise: 
Der E'aclen X sei nahezu n mal in der Strecke 00 bis 1000 = G enthalten, und zwar 
reiche er vom Punkte a (00) bis um eine kleine Grosse r, uber den oberen Hauptpunkt b 
hinaus. Ferner vorn unteren Hauptpunkt b bis um r, über den Hauptpunkt C, U. 8. W., endlich 
von n - 1 bis um r, aber n (= 1000) hinaus. Alsdann ist 
X =  ( a , b )  + r ,  
x = ( b , ~ ) - / - r L  
x = ( c , d )  + r 3  
X = ( L L - - 1 , n )  + r ,  
folglich n?= G + (rl  + r, + . . . + r, ) 
Q r + r 2  +...+s 
und X=-+'- 
n n 
1) Anmerkningar angaende thermometrars förfardigande och bruk -- Sied. Philos. Faeultetens vid Keyserl. 
Universitet i h b o  bifall, under inseende af. Mag. G. G. H ä l l s t r ö m ,  f6r lagern till a11mBn ornpröfning utgifne af Ed. 
B e r g e n h e i m .  1823. 
2) So namentlich von B e s s e l  (Pogg. Ann. Bd. TI. p. 291) und P o g g e n d  0 r f f  (Pogg. Ann. Bd. 9. P. 535 Anm.) 
Y) Auch thut ihrer R u d b e r g  bloss mit flüchtiger Kritik ErwShnnng (Pogg. Ann. Bd 40 P. 564). - In einem 
kleinen 1861 erschienenen 396 Seiten zählenden Bachlein von Q i e s w a l d  ,,Lehre von der Thermometrie, der  P~rometrie ,  
Hypsometrie, Psychometrie und Barometrie U. s. W. mit 14 Quarttafeln. Weimar6< ist freilich auch die H a l l s t  röm'sche 
Methode dargestellt, aber nur soweit, als R u d b e r g  dieselbe anführt. - Man kann diesem Büchlein einen gewissen Werth 
nicht absprechen, namentlich wenn man sich die Citate derjenigen Arbeiten sammelt, von denen hier wortliche Abschriften ge- 
liefert sind, denn der Verfasser hat das zu thun versaunit. - Auch Bessel 'b  Uethode ist für  Denjenigen, der Pogg. Ann. 
Bd. 6 nicht besitzt, wortgetieu wiedergegeben, mit allen Rechen- und Drucktehlern. - 
7" 
Diesem Wertb von X nimmt inan als durchschnittliclle Länge dea Fdens  an, Ak- 
dann ist die wahre w o g e  
&er kitrecke da, b)  = X  - r, 
( b ,  C)  = X - iT2 
(n-I ,U) = X - r , 
Wird a = 00 und n = LOOO angenommen, so erhßlt man folgende Correctionstafel für die Haupt- 
punkte b, o . . . . n: 
Ganz ebenso verfährt man mit dem Faden y. Wenn die Länge desselben kein sub- 
rnultiplum von 1000 sein sollte, so kann man doch aus den vorstehenden Hauptpunkten a bis 
n einen solchen Punkt aussuchen, der nahezu ein Vielfixclics von F. Das sei der Hauptpunkt 
Ir (etit-a. 600, wenn X = 200 uud y = l5O lang). Die zu k gehörige und durch X bereits gc- 
fiinclene Correlrtion giebt aber dic Strecke (a ,  k) in wahren Graden, und man hat 
y = (a  , b') + r '  
y = (b' ,  C') + r "  
S k a l e n p u n k t e .  
abgelesen I' berichtigt 
y = (n f -  1, 11') + rnr  
folglich k . y = (a , k )  + r '  + r' + . . . . . r k ,  und 
r ' + r W  +....+ rk  
P-
lr 
b 
e 
d 
11 - 1 
n -1000 
folglich die Strccke (a  , b')  = - r f  
@ = l o o O - ( n X - ( ~ n +  ....... + % + r l ) ) - O  
X - 1-, 
2x - r, -- r2 
3x - r ,  - r , - r , = l O O o - ( ( n - 3 ) x - ( r n + r , + ,  ..... f P,)) 
( n  - 1 ) x - r l  - r 2 - . . . . - r n - z = 1 0 0 0 - ( x - r n )  
n x  - r, - i-, ..... - r n =  1000 
(b ' ,  C')  y - r r r  
-. --.. . - r' 
00 = (0,1c) - (ky  - ( r k  + . . . . + r" + r'y) = 0 
k 
k + l  
9 ' -  1 
n' 
k y - r f - f '  - ....- rk==s(a,k) 
: ( q r i L ) + y - r k + l  
(n r - l )y - r ' - r "  ..... - ru - l=(a ,k )+(n ' -1 -k )  y - r k f l -  ...- r n l - l  
n ' y  - r '  -rW - . . . . . . r u f  (a,k) + (n '  - 1 c ) y - r k + l -  ..... - r f U  
Dic gefundencn Grrelctionen für die Hauptpunkte a, b, C . .  . . . n, b', c' . . . k, . . . . n r  - 1, 
n' bilden nun den Ausgangspunkt ftir die übrigen beobachteten Werthe 1). 
3. g h e  wir das wcitcre Verfahren darstellen, wollen wir ein Zahlenbeispiel folgen 
lasscn. An dem früher bereits kalibrirten G ciss  lerschen PJormalthermorneter wurden zwei F%- 
den von nahezu rcsp. 20 und 25 Grad Länge abgetrennt, und in der beschriebenen Art von 5 
zu 5 Grad dic oberen Enden abgelesen. Drci Beobachtungen wurden an jeder Stelle angcstellt, 
(sub. a, b, C) und das Mittel aus diesen (sub. r) in Rechnung gebracht. 
das Mittel crgaben: 
X = (  0,201 +0 .183  Y =  ( o , a q  + o , i 4 8  
X =  (20 ,40)+0 .043  y = (2.5,50) + 0.057 
~ = ( 4 0 , 6 0 ) + 0 . 1 6 3  y = ( 5 0 , 7 5 ) + 0 . 3 3 7  
X =  (CO,SO)f 0.303 y = (75,100) + 0.077 
X = (80,100) -J- 0 . I03  
5x = (0,100.) + 0 .V95 4, = ( 0 , 1 0 0 ) +  O.6:B 
X = 205,159 y = 250,160 
1) Eine Verwcchsclung, jenachdem k einen Index, einen Coefficienten, oder einen Rauptpiinkt darstellt, kann hier 
nicht stattfinden 
Diese Werthe von X und y wurden benutzt, um oben die Rubriken (C und Cf )  der 
Gradwerthe a l l e r  beobachteten Strecken = (X -r) auszufüllen. Jetzt bestimmen wir die 
Verbesserungen der Hauptpunkte: 20, 40 , 60 , 80 ; 25 , 50 ; 75. Aus obiger Tabelle unter 
C und C' folgt: 
S k a l e n p u n k  t S k a l e n p u n k t  
beob. . verbessert beob verbessert 
20 = 19.986 = 19.976 0 0 
40-19.9'76f 2 0 . 1 1 6 1  40,092 25 = 25,012 5. 25,012 
@=40.09.2+19.996= 60.088 50=25 ,012  f 2 5 . 1 0 3 -  50,115 
80 = 60.088 + 19.856 e 79 .944 ?'5=%,115+24.803== 74,918 
~00=79.944+20.056=100.000 100=74.918+25.083=100,001 
Alle von diesen um W und 25O abstehenden Hauptpunkte können wir nun unmitrel- 
bar finden, wenn wir jedesmal den wahren Gradwerth der hinzukommenden oder abzusiehenden 
Strecken den Columnen C und C' entnehmen, wodurch alle H~uptpunkte  bestimmt werden, aus- 
genommen im vorliegenden Fall die Skalenpunkte 100 und 900, die aber, nachdem die übrigen 
ssimmtlich bestimmt, dadurch auf doppelte Art erhalten werden können, dass einmal die Stre- 
cke x von 10 bis 900 = SO, 066 vom verbesserten Grcldwerthe von YOQnd dann, dass y von 100 
bis 350 = 25.090 vom verbesserten Gradwerthe von + 350 abgezogen wird. - Dadurch erhal- 
ten wir folgende Bestimmungen. 
I I Verbess. Ausgangs- Gefunden durch 
Verbesserter Grad- 
&e Längen X oder y 
X- aus rler - aiis der I I wertb. anges. werden / BubrikC. EubfikC*. 
14.949 
19.076 
25.012 
'30.026 
35 0.8 
40.098 
54.105 (med.) 
50.115 
55.107 (med.) 
GO.  088 
65.045 
69.904 
74.91& 
79.944 
81 991 
b 9 . 9 8 ~  
94.990 
100.000 
N a c h t r ~ l i c h  erhielten wir die Verbesserungen für 10 und 900. - 
Nämlich für 100 = 30 .0q26 - 20,066 = 8 .960  durch X ( 10,3030) 
und 10' -, 35.058 -- 25.090 = 9 .  durch y (10,35) 
im Mittel 9 .9M, welche Grösse oben eingetragen 
wurde, als Verbesserung für 10° der Skalc (letzte Rubrik), ebenso für 90° durch X (70,90) 
69.964 + 20.006 = 890.978 
und durch y (65 ,90) 65 .045 + 24 . Y47 = 890 .992 
im Mittel 890.981 
In  der letzt erhaltenen Tabelle sind nun sämmtliohe Verbesserungen von 5 zu 5 Grad 
gegeben. Wollte man jetzt die bisher unverwert.het gebliebenen Gradstrecken der Rubriken C 
und Cf noch bedicksichtigen, so erhielten wir etwas geanderte verbesserte Skalenwerthe. 
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In der That verfährt H a l l s t r ö m  so, und erhält dadurch je andere Werthe für die ver- 
schiedenen Hauptpunkte, aus welchen dsdann die arithmetischen Mittel als endgültige Verb- 
serungen angenommen werden. Da  aber nicht das Gewicht der einzeln gewonnenen Werthe 
berücksichtigt wird, so erscheint das Verfahren bei ihm nicht methodisch. W i r  erhalten im 
vorliegenden Falle wenn wir die resp. Chadstrecken X - r und y - r, der Rubriken C und Cr 
den bisher gefundenen Verbesserungen hinzufügen, folgende Werthe 
Die Differenz beträgt im maximo 0,02 Grade. Die Jlittelwerthe aus den beiden vorstehenden 
Tabellen wurden indess keineswegs mehr Gewicht haben, als die vorhin gefundenen Verbesse- 
rungen, weil hier, wie bereits erwähnt, nicht einer jeden Beobachtung dasselbe Gewicht Zuge- 
messen. - Ueberhaupt mag dieser Unlstand der Methode zum Vorwurf dienen, denn von An- 
fang au werden schon einzelne Werthe zur Beatiiilmung einer durchschnittlichen Fadenlange 
ausgesondert. 
4. Vergleichen wir die vorhin gefundenen Verbesserungen (8 .  54) mit der Correktions- 
kurve, die sich nach der Besselschen Netl-iode erqab: - Auf Taf. 111 Fig. 5 ist die damals 
g~fuiidciic Curvc (Taf. V Fig. 1) reproducirt, so jedoch dass sammtlichen Ordinaten ein Stuck 
= 0"l-50 hirizugefugt erscheint. Niediircli wird die Yci.Lcsserung fur 0" = 0. - Die ganze 
Cuiavc ist parallel mit sich selbst verschobcii. In F J ~ .  4 Taf'. 111 sind die Verbesserungen die 
wi. hoehen fandcn, graphisch eingetragen und \roll 5 zu .p Grad der Abscisse mit Ereuzen be- 
zeichnet. - Wirt1 nun die letztere Curvc um den Anfilugsyurikt 00 gedreht, so dass die Ordi- 
naten iur 5U0 genau zusarnrnenfalieu, so eriordert die Reduktion einen ~rehungscoefficienten 
a = 0,001D4, clenn die Differenz der Ordiuaten bei 500 ist = 0,201 - 0,:I.J = 0,092 und 
0'1.69.2 : 30" = 0,00184. - Dadurch cntsteht die Carve Fig. 6, die ebensowohl als Verbesserung 
gcuomrneni werden kann. Man sieht, dass die Differenzen beider ( Y i s  5 und 6 )  sehr gering; 
im ?Jar;iuio 0,09 Grad bai der Abscisse 850. - Kleiner als 0,01 sind die Differenzen an allen 
znerst bes~imrnten Haiiptpuukten: 0 ; 20 ; 25 ; 40 ; 55 ; 60 ; 75 ; 80 ; 100. 
Die ganze Seite 53 und 54 ausgcf'uhrto Rechnung nimmt in der That sehr wenig Zeit 
in Bnspruch, so dass man vielleicht gut thate, bei Anwendung der Besselschen Methode zu- 
erst alle Beobachtungen nackl einer Gurvc, wie sie die U[ 11 s t r o m sche Rechnungsart liefert, 
vorlailii; ZU corrigiren. Es brauchen desehalh i ll t h r B eo b it C h t u n  g e n als sonst an- 
gestellt zu werden. In der Tab. Seite 37 liesSen sich leicht die beiden letzten Vertikalreihen 
so auswahien, dass sie identisch werden mit den Beobachtungen Seite 53. Im vorliegenden Falle 
Beobacht. 
Skalen- 
punkte. 
Berechnet durch 
0 1 0  1 0  
5 4.973 4.959 
10 9.960 1 9 .964  
15 14.969 14.949 
20 19.976 ' 19.962 
25 25.012 1 25 012 
SO / 30.030 I 30.040 
35 1 3 5 . 0 3  35 0.58 
40 40 092 40.092 
45 1 45.091 / 45.119 
50 50.116 50 115 
55 1 55.114 / 55.111 
60 1 60 .OS8 / tiO.088 
F5 65 .037 63.045 
70 69 964 69.985 
75 1 74.920 ' 74.918 
SO / 79.944 79.941 
S5 84 971 , 84.991 
90 1 89.970 89.992 
BR ) 94 990 / 94.987 
100 1 100.000 j 100 000 
ist übrigens dadurch eine grosserc Genauigl;eit dass für jede Steile ein Mittel aus 
3 Beobachtungen genommen wurde, was viel Zeit kosteh miiritc, wenn man mit derselben Pra- 
cision lene Tab. (Seitc 37) .herstellen woIfte. 
Schliesslich braucht kaum noch ausdr~cklicll  bemerkt zu werden, dnss man nnch der 
vorliegenden H ä l  ls t r ö m  echen Uethodc aucli Corre~tionswerthe für kleinere Graclstrecken er- 
halten lrann, wenn man = und andere p:usen& wer the  ertheilt. Der den Langen X iind P 
gemeinsame Faktor bestimmt die kleinste Strecke, urri. welche die zu corrigirenden Skalen- 
punkte von einander abstehen. Wcnii X und y relativ prirn zu einander, so erhalt nian Vcr- 
besserungswerthe für jeden einzelnen Grad, da die Gleichung mx - i iy  = 1 sich stets mit gaii- 
zen Zahlen für m und n auflösen lasst; - allerdings niiiss die Lange des ganzen Thermonie- 
ters mindestens = xy sein. Nur in  (lern Falle, wo die Thermometerrolirc sehr bedeutciidc 
Ungleichheiten des Kalibers aufweist, diirfte, wie scholl R u d b e r g  mit Recht bemerlrt, die An- 
wendung der Metliodc desshalb unstatthaft sein, weil die Voraussetzung normaler Gradwertlie 
selbst f i ~ r  die kleirieii Strecken r, ,  r„ etc. nicht mehr zutrifft. - Wenn nsmlicli r, aucli an 
einer Stelle selir klein wird, so können alsdann doch an andern die entsprechenden C, rJ n. s. W. 
bedeutendere Werthc, j :~ selbst mehre Grade erhalten, und die Fehler, die liicdnrch entstehen, 
sumnlircn sich, wie aus obigcr 1)arstcllung crliellt, so dass die Verbesserungen unsicher werden. 
PV. Egen's Methode. 
Sowohl clie Eeob:ichtii~igcri a13 die Eccliiiungcii sititl in clicser JIethodc sclir meitlhufig, 
und aus mehren Grundeii glaube icli eine geiinue Da~iogaii; derselben u'ucqehen zu diir- 
tcn. Sie i3t ai~sfchrlich in P o g g  c 1s cl o f f s  ~Iniiaicii I )  uiifgcrioinrncii , also Jeclcrm:inn leicht 
zuganglich. E g c t l  sclbst legt inclirf,tcll c i i ~  niclit gern& gunstigcs Zeugiliss iibcr ihre:: 
It'ertli ab; so bcmeilrt er (doitc +>QO,, er zloliu der l~c s sc l s c l s cn  dlc seinige vor, weil 
jciie „ z ~ i  solir meitschichtigeii Rechnririgeii tiii1i.c ", cliesc dagcqcii „ f  n s t glcichc Gcn~tuigkeit 
mit der B e s s  clsoheri gewalirc ". Ucbcrlianyt .rvircl rio :ibor blo.~s i ~ i  clcni Pallc xnwcnci bn:.. veiin 
wit LI:iile aiuai. n-eitlaufigeii Vornntersiicliiing ~ i c l i  glcicli laiigc Sticclrcn eritdeclrc:1 lassen. 
Spater theilt E g e n  mit 21, duss bei vier voii :iülit T!icrii,oi~ietciii bciiic JIctliodc ilinl nicht rnclii 
genugt habe, so dnss er ein anderes Vcrfahreii iiat ciilsc!ilagcil ili:isseii, ~vclclics noc!i riii~st~~rid- 
licher ersclicirit. Zii allc,lcili lioiniiit, dass in tlcr aioriiritcisucilung Paclcn vo:i drei Grad ver- 
scliobcn werden niiissen, (s.  p. 535 obcu) was, wio frulicr erwaliilt, f is t  uicril~~ls ttiisfui-irbar ist. 
All clie angef~lhiter~ Gi.iiiitlc cfiirftcii qeiiirgen, iim voii tltebzr U3thorlc s r i z  :lbzuschcil; auch 
iiiide zcli iiiigelicls bei anclereii Foischcrri dicsclbc angcw:tiitlt. Vor tillcin aber riluas gerugt 
~verclen , dass, alinlich wic in clci G y - ¿ u s  s ;L c sclicn AIctliotlu, sich clic Pc!ilcr hanfen. 
Zwar rcrsicliert E g  C ii J), clicscs lro~iuc nur iii gcii~igcin -\li,l,~sso clcr P ~ t i l  seiii; :iilciil er bc- 
stiliiint iliclit clie Grossc dcs rnogliciicii Fehlers. Bclllci kcl: ;nass ic;i nocli, cl;tss ii:rülideiil die 
Nog!iclikeit ilacilgemiesen wortlcn, tlllch die Hcobaoht~i i~ci i  tir tiic U c s  s c 1 sclic % ~ ~ 1 1 ~ ~ 1 1 ~ ~ i l l ' t ,  
dizrcki iriehrfaclie Ablesurigcn hcrzu~tcilei:, (s. ;j.ltc 441, clel- I T ~ ~ ~ v ~ ~ ~ ~  B; 11 s (Seite 5132 will. 
Abli. in Bcl. l l),  es lionnc leicht dcrselbc ~c!iati,i~n;sfcl~iur bei mcliri~iaiigcii~ liblcscn began- 
geu mcrdcn, ganz und gar ~ ingercc l~ t fc r t i~ t  c ~ c h c i n t .  
Auf die uamliaflen anderweitigen Tcr(lie~lstc E g  c 3 s , firr rllc ~csti:ui~iuiig des Gcfricr- 
und Sicdcpuiiktcs, kommen wir sogleicli ziiriick. 
1) Bd. 11, p. 229. 
2) Pogg Bnn. B(1. 13 p, 46 
Y) Pogg. Ann, üd. 11 p. 5 3 ;  
D r i t t e r  T h e i l .  
Beobachtung der festen Skalenpunkte und Correktion wegen der 
Ausdehnung leis Glases. 
I. Bestimmung des Gefrierpunktes. 
1. Es  ist einleuchtend, dass die Beobachtung der festen wie die aller übrigen Punkte um 
so gcnaiier sein wird, je länger die Gratle der Skale sind; wir durfen jetzt von der hiedurch 
bedingten Genaiiiglieit der Ablesung absehen, da dieselbe fiir ein jedes Thermornuter ver- 
schieden ist. 
Bekaniitlich benutzt man zur Bestimmung des Null - Punktes die Temperatur des 
schmelzenclen Sclineees. Dreierlei Umsk~nde sind aber hier zur Vermeidung von Fehlern zu 
berucksichtigen : 
1) Die Stellung des Thermon~ete~a ; 
2) Die Zeit, die seit der Verfertigung vergangen und die Temperatur, welcher 
eine gewisse Zeit lang vorher da3 Thermometer ansgesetzt war;  
3) Die Beschaffenheit der schmelzenden Schneemasse. 
I n  Betreff des ersten Punktes ist daran zu erinnern, dass die meisten Thermometer in 
vertikaler Stellung einen anderen Stand zeigen, als in horizontaler Lage. Sowohl bei Bestim- 
mung des Gefiier-, als besonders des Siedepunktes ist daher dieser Umstand zu berucksichtigen. 
Auf dem Observatorium zu Kew wird fur jedes Therrnon~etc~ eine doppelte Correctionstabelle 
geliefert; die eine für die Beobachtung in vertikaler Stellung, die andcre für die horizontale 
Lage I). - Wenn die Länge der Quecksilbersaule in horizontaler Lage = 1, so tritt fur eine 
Keigung des Thermometers = 1 eine Depression auf = a. 1. sin 1. Dieses ergaben die sehr 
sorgfaltigen Versuche von E g e n  2). Dem absoluten Werthe nach war die Depression bei ver- 
schiedenen Thermometern eiue andere, je nach der Glasdicke der Kugel; also der TVTerth von 
n indivicliicll verschieden. 
Bei sehr diinntvandigen Kiigcln iibte auch der Barometerstand einen merklichen Ein- 
fluss aus. Die Temperatur des Gefrierpunktes kann als unabhangig vom Barometerstande in- 
nerhalb weiter Grenzen 3, angesehen werden, nicht aber der Ort desselben auf der Skale, weil 
das Volumen der Kugel je nach ausserem Drucke sich um ein Weniges tiudert. 
Ein fein gearbeitetes in zehntel Grade getheiltes Normalthermometer, welches Herr 
Prof. S o h m i d t  mir freundlichst zu Gebot stellte, zeigte in der That, bei hohem Barometer- 
Stande einen hoheren Gefrierpunkt: 
1) Rep. of Arit. Assoc. 1853. 2, p. 34 
2) Pogg. Aun. Bd. 11. p. 351, besonders aber Bd. 13. pag. 41. 
3) Rach W Thomson's experimentellen, J. Thomson's und R.  lau s ius ' s  theoretischen Untersuchungen 
beträgt für einen Druck von 5,l Atmosphiren die Depression des Nullpunktes - 0906 Grad, also für 760mm Druckunter- 
schied die Xullpunktsänderung - 0,00733 (s. W Thomson (Phi1 Mag. 1850 Vol. XxXVIl P. 123 und Pogg. Ann. Bd. 
81. pag. 163; J. Thomson (Proc. of the Roy. Sor: of Edinb. 1850); Claiis ius (Pogg. Arm. Bd. 81. pag. 168). 
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Dass der veränderte Luftdruck die einzige Ursache war, davon überzeugte ich mich 
durch direkte Versuche : Ich brachte das oben gedachte ( I ) ,  das früher berechnete (11), und 
noch ein drittes Thermometer (111) unter die Luftpumpenglocke, und beobachtete ftir das Ther- 
mometer I bei einer Druokverminderung von 27 Zoll und 6 Linien eine Aenderun; von 0,37 C. 
i m  Mittel aus mehreren Versuchen. Das Thermometer 111 gab für dieselbe Druckverminde- 
rnng eine Depression von 0,27 C. 
Nit meinem Normalthermometer erhielt ich folgende Werthe, beilaufig bei einer Zim- 
mertemperatur von 170 C. 
beim Barome- 
terstande 
Nummer des 
Versuches. 
Gefrierpunkt 
0 , 2 9  27, 5 Zoll 
0 . 2 8  27.5 .. 
739mm J f 0 , 43 
am 18. Nov. 1865 769 mm 1 +0745 
und nach Erhitzung des Thermometers bis 1000 C. 
0 , 2 1  19 ,5  Zoll 8 0 , 2 6  I 25,s 
9 20,5 n 
1o 1 U:;; j 27,5 ,, 
Diese Versuche bestätigen unmittelbar die Resultate E g e n '  s : Die Depressionen sind 
der Druckverminderung proportional. Nimmt nian 60 Millimeter oder 2 Zoll als Maxi- 
mum der Schwaiikungen des Luftdruckes an ,  so wäre ein Correctionsglied von höchstens 
0 , 0 2  Grad bei den Angaben des in Rede stehenden Thermometers zu berücksichtigen. 
Gestattet ein Thermometer die dblesung von tausendste1 Graden, so dürfte diese Cor- 
rectionsgrosse niemals vernachlässigt werden, und sämmtliche Beobachtungen wären auf einen 
normalen ä u s s  e r e n  Druck von etwa 760 mm zu roduciren. 
Bei vertikaler, oder ubcrhaupt stets gleicher Stclluny; des Thermometers bedingt die 
Hohe der Qiiecksilbersäule in der Thermometerrohre azi ein und demselben Beobschtungs- 
punkte keine Correktion, da die Zunahme dieser Säule zwischen 0 und 100 wohl bei allen 
Therinoinetern proportional der Temperatur sein wird, weil die Gradstrecken nahezu gleich 
gross sind. 
Dass die oben verzeichneten Depreseionen lediglich Folge der Dr~ckve~minderung und 
nicht etwa einer Temperaturschwankung waren, bewies ein viertes Thermometer, an dessen 
oberem Rohreneiide die Spitze abgebrochen war. Jede Druckäuderung blieb auf dasselbe ohne 
Einfliiss. Vor dem Abbrechen der Spitze aber zeigte sich an diesem mit einer willkürlichen 
Skale verbunrleileii Thermometer für eine *4tmosphäre Druckverminderung ein Sinken des 
Quecksilbers von 4rnm, und fast genau eben so viel bei Abbrechen der Spitze. 
E s  muss demnach für Tempera t~rbeobachtun~n u ter der ~uf t~umpenglocke  ebenso, wie auf 
hoheren Bergen allemal der jeweilige Druck b berücksichtigt werden, durch ein additives Gor- 
rectionsglied D Br jedes Thermometer individuelle Consiante bedeutet 1). Das- m 
selbe gilt ar das ~bheil$ue$seri durch Siedep~nktsbestimrnun~en. 
2. Der z d e b  oben arigeffihxtc I'unkt bringt auch in theoretischer Hinsicht namhafte 
$chcvierig&eiten init sich. E s  ist eine längst bekannte l%atsache z ) ,  dass der Nullpunkt na- 
mentlich in der ersten Zeit nach der Verfertigung des Thermometers steigt, in Polge einer 
alllualigen Confmktion der G'lasmassc. - ist bisher nicht bestimmt ermittelt, wie viel Jahre 
von der Zeit &er Verfertigung des Thermometers an diese allmälige Contraktion fortdauert 3). 
Schon desshalb iSt Von Eeit zu Zeit der Gefrierpunkt von neuem zu bestimmen. - Das 
Schlimmste aber ist, dass jedesmal, nachdem das Thermometer erwärmt worden, der Nullpunkt 
wieder &d+iger erscheint, in  Folge einer Ausdehnung der Glaskugel, die zuweilen mehre 
Woc%en andauert, nach welcher Zeit der Nullpunkt wieder auf den früheren Stand zurU~kkeh~t-1). 
Egen verdanken wir die sorgfältigsten Untersuchungen über diesen Gegenstands). - Eine 
oonstante Erniedrigung nach dem Erhitzen war keineswegs zu beobachten. E g e n  6 )  fand die- 
selbe verschieden, je nach der Geschwindigkeit der Abkiihlung, und zwar um so bedeutender 7) 
je dicker die Glaswände der Thermometerkugeln waren. - Wurde der Gefrierpunkt einen 
Tag nach dem Experiment wieder untersucht, so zeigte er sich bisweilen unverändert, ein an- 
deres mal aber erhöht *). In  wenigen Tagen war stets ein Steigen wahrnehmbar. - E g e n  be- 
obachtete Depressionen nur nach einer Ei.wärmung bis 1000 C. 
E s  tritt aber eine Verrückung des Nullpunktes auch dann ein, wenn die Thermometer 
niedrigeren TV7ärrne;raden ausgesetzt werden. H e  n r i c i  9, erhielt folgende Zahlen, indem er 
ein fein gearbeitetes Thermometer den vei~xeichiieten Teinperaturen aussetzte, und unmittelbar 
nachdem dasselbe in bchmelzenden Schnee einsenkte: 
Erwärmung. Stand im Schnee. 
500 C. 00 . 0 
60 - 0  .1  
SO - 0  . 2 3  
90 - 0  .4 
100 - 0  . G  
Der Einfluss der Erwärmung, schliesst H e n r i c i ,  steigt, je höher die absoluten Tem- 
peraturen. 
1) F ü r  die mittleren Temperaturen hochgelegener meteorologischer Stationen dürfte hieraus ein betrschtliches 
Correctionsgliecl erwachsen, welches für Orte, wie Rigi, Sc. Bernliardt U. a. selbst ein zehntel Grad übersteigen könnte- 
Schon f ~ t r  St. Peter, Lölling, Gastein und St. Jacob, die höchstgeiegenen Orte des Oesterreichixehen Beobachtungsgebietes, 
deren barometrisches Jahresmittel gegen 300 Linien, (wie ich aus den von dem Herrn Dr. J e l i n e k  mir freuudlichst über- 
sandten ,,Tjebersichten der Witterung in Oesterreich etc.<' ersehe), - betrüge die Correction, wenn die Thermometer in 
Wien regulirt werden, gegen + 0,03 Grad. 
2 )  Wie R u d b e r g  (Pogg. Ann. Bd. 49. pag. 44) behauptet, war B e l l a n i  der erste, der dieses beobachtet hat. 
Ich habe die bezügliche Arheit nicht nachsehen können : Giornale di 5sica di Pavia 1822 : ,,Del incertezza del determi- 
nare il punto del ghiaccio." 
3) D e s p r e t z  (Institut 1837. Nr. 199 pag. 73, Nr. '718. pag. 231 und Ann. de chim. et de pbys. T. 6 1  pag. 
316) behauptet, die Ferrückung dauere fünf Jahre, E g e n  (Pogg. Ann Bd. 11. pag, 347) giebt mehr als drei Jahre an. 
4) Auch F a r a d a y  thut dieser Erscheinung Erwähnung in seiner „Chemical Manipulation," wie ich aus einem 
Citat ron W e l s h  ersehe (Phii. Mag, 4. ser. 1859. Kr. 22, pag. 309) 
5) Pogg. Ann. Bd. 13, pag. 33. 
6)  Pogg Ann. Bd. 13, pag. 38. 
7) f'ogg. Arm. Bd. 11, pag. 357. W e l s h  giebt im Sfaxirno 0 . 3  Grad Fahr. an (Phil. Mag. 4. 1852, p. 309). 
8) Pogg Ann. Bd. 11, pag. 355. 
9) Pogg. Ann. Bd. 50, pag. 251. 8 * 
3. E s  fragt sich nun, welchen Punkt man als Gefrierpunkt bei irgend einer Temperatur- 
bestimmnng anzunehmen habe ? Die Ansichten hierüber lauten sehr verschieden : H e  n r i C i , 
a. a. O., meint, man solle bei der Graduirung der Thermometer ,,zuerst den Siedepunkt der- 
selben, und unmittelbar nach diesem den Nullpunkt bestimmen, sodann aber vor einer jeden 
wichtigeren Anwendung der Thermometer dieselben jedesmal auf 1000 C. erwärmen, um sie 
dadurch wieder in ihren ursprünglichen Zustand zu versetzen." 
Dagegen macht Muncke  1) darauf aufmerksam, dass die unmittelbar vor einer Beob- 
achtung gefundene Abweichung des Gefrierpunktes nicht allen Graden als constante Grösse 
hinzugefügt werden könne, da, wie er meint, ,,der Theil des Fehlers, welcher aus der Zu- 
sammenziehung des Glases folgt, mit zunehmender Wärme abnehme und im siedenden Wasser 
gänzlich zu verschwinden scheine. Gelte aber dieses als richtig, so s e i  e s  unmögl ich ,  den 
Fehler des Gefrierpunktes völlig genau zu corrigiren, weil man nicht wisse, wie weit derselbe 
bei jeder Beobachtung durch vorausgegangene Erwärmung des Thermometers bereits ver- 
schwunden sei." Dieser Einwand scheint in der That berechtigt. E s  könnte wirklich bei allen 
höheren Temperaturangaben eine Unsicherheit zurückbleiben, deren Grund in dem Moment ZU 
suchen wäre, dass die Ausdehnung des Quecksilbers nicht auf ein bestimmtes Anfangsvolumen 
bezogen werden könne. Eine sichere Antwort scheint, wie wir sehen werden, nach den bishe- 
rigen Kenntnissen nicht möglich. 
Durch mannichfach veränderte Versuche ist es ebensowenig gelungen, das Maass dieser 
Verrückung, wie ihre Ursache sicher festzustellen. E g e n  sagt hierüber folgendes: ,,Ob die Masse 
des Quecksilbers, oder die Dicke der Hugelwände, oder das Verhältniss der Weite der Kugel zur 
Weite der Röhre einen Einfluss ausüben, stellte sich nicht bestimmt heraus. Einige Thermo- 
meter, welche die dicksten Kugelwäiide hatten, erlitten ein paar Mal die stärkste Erniedrigung 
des Aufthaupunktes." - Dagcgen bemerkte er, dass die Veränderungeii um so bedeutender 
waren, j e g r ö s s e r die Temperaturänderungen, und j e p 1 ö t z 1 i c h e r dieselben eintraten. In  
diesem Falle, meint er weiter, entstehe eine Sprödigkeit des Glases, welche ihren Grund in 
der ungewöhnlichen Spannung dei kleinsten Theilchen habe. - Der Luftdruck schien ihm 
wenig Einfluss zu haben, denn eine nachherige Erhöhung wurde auch an Thermometern be- 
obachtet, wo der mssere Luftdruck durch den iiineren aufgehoben war. Die Erscheinung 
liesse sich am ungezwungensten erklären durch eine Sprödigkeit des Glases, welche nachher 
ein Zurückgehen der gespannten Theilchen in die natürliche Lage 2, zur Folge habe. 
R e  c k n a g e 1 9 in Xünchen hat neuerdings E g e n ' s  Resultate bestätigt, und er warnt 
vor jegiicher Nullpunktsbestimmung unmittelbar nach einer stärkeren Erwärmung. Nach seinen 
Versuchen tritt der normale Nullpunkt schon nach einem Tage, zuweilen noch früher, wieder 
ein. Mit Rücksicht auf H e n r i c i ' s  Versuche schreibt er : 
„Nan wird sowohl die Folge 
Siedepunkt - W~zllpunkt - Messung, 
welche von H e n r i c i  vorgeschlagen ist, als die andere 
Siedepunkt - Messung - Nullpunkt 
vermeiden, und vielmehr die Siedepuuktskontrolle erst nach der Messung vornehmen. Findet 
inan vor und nach der Xessiing den Nullpunkt an derselben Stelle, während man die gemes- 
sene Temperatur selbst mittelst des durch die f 01 ge nde  Siedepunktsbestimmung ermittelten 
Intervalles rechnet, so wird man jeden Grund eines Zweifels in eine normale Temperatnrbe- 
1) G e h  i e  r '  s TTörterbuch 1839 Artikel : Thermometer. pag. 932. 
2) Pogg. Ann. üd. 11, pag. 364 U. ff. Aehnliche theoretische Spekulationen sind oft auugesprochen worden. 
So U. 9. von S h e e p s i i a n  k s  (Monthlp Sotices of the Roy. dstron. Soc. Vol. XI. 1851. pag. 245). - xachträglich er- 
wähne ich, dass in dieser Abhandlung eine Kalibrirmethode entwickelt wird, die ganz identisch ist mit der R u d b e r g 9 s .  
Auch B e  s s e 1's Methode hat S h e e  ~ s h  a n  k s  angi?wandt. Die Erfahrungen, die üher das Abtrennen der Que~ksilberiäden 
mitgetheiit werden, stimmen ganz mit unseren angaben (Seite 46)  überein. 
3) Pogg. Ann. Bd. 123, pag. 132. 
stimmung vermicden haben." In  einer 1843 veröffentlichten Arbeit kommt Pi e r r  e 1 )  zum 
entgegengesetzten Resultat. 
R e g n a u l t  2) wiederum berechnet die Gradwerthe in der Art wie H e n r i c i ,  und ihm 
sind darin gefolgt M a r t i n s ,  B r a v a i s  3, und I z a r n  4). 
Endlich sind auch von D e s p r e t z ') sehr sorgfältige Beobachtungen angestellt, die 
aber ebensowenig, wie die übrigen bisher angeführten Versuche die Frage erschöpfend be- 
antworten. 
4. I n  G eh1  e r ' s  Wörterbuch an der citirten Stelle fand ich eine Bemerkung M u  n cke's,  
die mich zu weiterer Verfolgung der Frage anregte. E r  schreibt die Depressionen nach der 
Erhitzung, mit E g e n ,  einem Spröde-werden des Glases zu, und bemerkt hiebei: ,,Beim Glase 
ist besonders zu berücksichtigen, dass seine Sprödigkeit in einer dem Gefrierpunkte nahen 
Temperatur ausnehmend wächst, und die an den Thermometerkugeln wahrgenommene Zusam- 
menziehung mag daher wohl nahe über dem Gefrierpunkte erst beginnen." 
Nach dieser Ansicht dürfte eine Depression nicht wahrgenommen werden, wenn nach 
einer Erhitzung des Thermometers dasselbe nachher plötzlich auf mässige Temperaturen er- 
kaltet würde. 
Die drei oben genannten Thermometer brachte ich an einem Gestell so an,  dass die 
Kugeln neben einander in einem Gefäss mit Wasser von 170 C. sich befanden, und verzeich- 
nete den Stand des Quecksilbers. - Während nun das eine (I) unverändert stehen blieb, 
wurden die beiden anderen verschiedenen Temperaturen ( in erwärmtem Wasser) ausgesetzt, 
dann in einem anderen Gefäss plötzlich bis 17 Grad erkaltet, und wieder in das erste zurück- 
gebracht zum Vergleich mit den Angaben des ruhenden Thermometers. 
Die Versuche, bei welchen die Herren Stud. chem. G r o n  b e r g  und zool. D e r c  k s  mir 
behiilflich waren, ergaben folgendes Resultat : 
Stand der Thermometer nach einer Erwärmung bis 
Thermom.1 50" 1 60" / 70" SO0 / 8i0 / 9S0 
Daraus ergaben sich folgende Abweichungen vom Thermometer I in 100 stel Graden: 
Nach einer nochmaligen Erwärmung bis 980 und langsamer Erkaltung in demselben 
Gefäss mit Wasser ergab sich die Depression resp. 63 und 36, also für  Thermometer I ein 
Zurücktreten von 0,130, für das andere keine Veränderung. 
Die 'folgenden Tage ergaben folgende Differenzen vom Thermometer I ,  während die 
absolute Temperatur nur wenig schwankte. 
1) Ann. de chim. et de phya. sor. I11 T V: pag. 427 und Pogg. Ann Bd. 57, pag. 566 
2) Compt. rend. XX. pag. 163-169. Pogg. Ann. Bd. 65, pag. 361-370. 
3) Ebendaselbst. 
4) Ebendaselbst 
5) Ann de chim e t  de phys. Tome LXIV. 1837. pag 316. 
Zeit der 
Beobacht : 
3. November 1865. ] 4. November 1865. 15. November 1865. 
gh 25, 1 1211 54, 1 g h  15, 1 12b 45' / 5h 5' / 9h  8h 2 h  
I 53 
1:: / JL / I 
dm 6., 7. ünd 8. M'ovemijer blielj die DifDerene Perip. = 0.53 und 0.06. Das Thermo- 
meter 111 stand, wie man sieht, höher als am Anfang der Versuche, offenbar, weil es kurz vor 
denselben zu Temperaturbestimmungen gedient hatte. 
Die angefuhrten Zahlen lehren, dass eine Depressidil hhon  bei einer Erwärmung bis 
6f)b eintritt, a u c h  d a n n ,  w e n n  d i e  n a c h h e r i g e  ~ b k f i h l u n g  n i c h t  b is  00, s o n d e r n  
b l o s s  bis  150 g e s c h i e h t .  
Die nachherige Contraktion der Glasmasse ist nicht dieselbe bei beiden Thermometern, 
sondern sie tritt bei Nr. III vom 3. bis 4. November plötzlich auf. f m  Maximo betrug die 
Depression bei Nr. I1 0.26 Grad. 
Mit denselben Thermometern hatte Herr Stud. D e r  c k s zwei Wochen vorher eine ähnliche 
Versuchsreihe aber Depressionen des Gefrierpunktes vorgenonimen, deren Eesnltate hier folgen: 
R'ullpunkt nach langer Ruhe 
Nach Erhitzung bis 4LO 
$9  V . 50° .4  
1)  97 9 )  60° .5  
70 
80 
PO 
100 
Kach 2  maliger Erhitzung bis 100 
Xach 3  maliger Erhitzung bis 100 
3 3, 100 
, 9 ,  9, 9 ,  100 
I Nach dem Erhitzen von 
Tberm. I V  bis 70 Grad C 
.,, . l 6  
I 
uiid plötzlichem 1,ikalten bis / 33 67 +5? 1 1 1  34 Grad I O I 
13.42 1 13.31 Am Anfang der 1-ersuche 33.  30 33.  81 
19. Xov. 11 Uhr AIo gens 1 33 . 40 1 33. 91 
3 3 . 1 4  1 33 .64  1 C50 I I 
Xach dem Erhitzen bis 85 33. 12 33.59 f 4 7  I 1 
Grad und Erkalten bis 34 33.01 / 33.56 
1 3 3 . 0 6  33 52 + 46 
, I 
0 . 0 0  1 + 0 . 4 6  
-19 -10 0  
I i -51 1 + 5 t  1 0  I 
linch dem Erhitzen bis ) + 37 
100,4 C und Erkalteu bis + S i  -15 
340 133.00 T 35 1 
- 0 . 0 3  
-0.0.5 
- 0 . 0 7  
- 0 . 1 0  
- 0 . 1 9  
- 0 . 2 7  
- 0  33 
- 0 . 3 9  
- 0 . 4 2  
- 0 . 4 2  
- 0 . 4 2  
5. Da ich nirgends eine bestimmte Ansicht daruber gefunden habe, ob nicht a u c h  
s c h o n  b e i  h ö h e r e n  T e m p e r a t u r e n  äbnlich wie oben bei 150 eine Depression eintrete, so 
unternahm ich noch eiriige Versuche. Ein Thermometer Ni-. IV, welches lange Zeit ungebraucht 
gestanden hatte, iintcrmarf ich einen1 Vergleich mit dem frriher niigemandten Nr. I. E s  gestattete 
dasselbe eine bequeme Schätzuu; der 100 stel, da jeder Grad, etwa 5 mm lang, in Zehntel 
getheilt war. 
- 
Unmittelbar nach den vor- 1 13. j0 13.21 1 -29 1 
stehenden Versuchen 13 .50  13 i9  1 -51 113.51 13.21 i -30 I 
+ 0 . 4 5  
+ 0 . 4 4  
+ 0 . 4 3  
+ 0 . 4 2  
+ 0 . 3 9  
+ 0 . 2 9  
+ 0 . 2 4  
I I IV 
_-_-I 
I b 
Am folg. Tage 20. Kov. 12 U. 1 3 . 5 1  1 13.27 1 - 24 1 - 24 1 - 14 
Trotz der Beobachtungsf8lilcr geht dcutlich aus diesen Zahlen hervor, dass ein Ther- 
mometer, selbst nach langer Ruhezeit, wenn es bis 8.5 Grad C. erhitzt wird, s c h o n  d u r c h  
d i e  A b k a h l u n g  b i s  34O C. e i n e  D e p r e s s i o n  (von 3 Hundertsteln), bis 100° erhitzt, eine 
I 
Differenz von I 
I IV Mittel in I 1/,00 ~~~d 
"„, Grad I 
Abweich. in 
1/1,,0 Grd. nach 
der Red auf 
g1 Anfaugsz. 
solche vop 15 Hundertstel erlpiclet,  welch l e t z t e r e  4o.ch d u r c 4  Bbki th- lung d e s  
!J!bermometers b i s  13,50 um 5 H u n d e r t s t e l  zu~iwrnii. 
Ich darf nicht ~ n e r w l ~ h n t  lassen, dass ich maocke Versuobe a~gesteUt  hab^, W die 
durch Erhitzgng nachherige Erkaltung hervorgebrachhe &pr~sionep sofort wie&r aufzu- 
beben. P ie  Grösge der labtwen zeigte sich aber u n v  e r  ä ~ d e r $ ,  nachdem das Tber~ometpr, 
unmittelbar nach Beobachtung des Gefrierpunktes uuter die Glocke der I;uftpumpg pbra&t 
und mehrrnal.3 Guft a u ~ -  und zugepumpt worden war. loh bofFte sndererseits dadurch, 
dass das Thermometer längere Zeit einem hoheren Drucke ausgesetzt wurde, das g e ~ a n a b  &je1 
zu erreiche& Nach Beobachtung des Gefrierpunktes wurde desshalb das Thermometer in eiu 
weites Glasrohr hinabgesenkt, durch  eine^ Glasstab in der Tiefe festgehalten, und dann 1750 
hoch Queoksilber in das Glasrohr gegossen. Die Thermometerkugel verblieb so 24 Stunden 
unter einem Druck von etwa 3,P Atmosphären. Tages zuvor war der Gefrierpunkt = - 0.29, 
und nachdem es aus dem Quecksilberrohr herausgenommen war, - 0.19. - Um ebensoviel 
wäre der Nullpunkt auch dann zurückgekehrt, yie nach anderen Versuchen zu schliessen war, 
wem man das Thermometer sich selbst überlassen hätte. - Andererseits brachten Erkdtungea 
bis - 190 ( in  einer Kältemischung) und plötzliche Erwärmungen bis 00 keine Aenderung an 
der kurz zuvor beobachteten Depression hervor I). 
6. Nach Allem, was zuletzt besprochen, muss bekannt werden, dass die Frage, wie die 
Thermometerbeobachtungen zu redqciren seien, wenn man unmittelbar nach einander sehr ver- 
schiedene Temperaturen zwischen 0 und 100 Grad bestimmen will, noch immer eine offene 
genannt werden müsse. - Für  Temperaturen zwischen 0 und 50 Grad muss ohne Zweifel 
der nach langer Ruhe des Thermometers beobachtete Nullpunkt genommen werden, wie R e c k -  
n a g e 1 angiebt. Dass aber dieNullpiinktsdepression allen Beobachtungen als Constante hinzu- 
gefügt werde, scheint, wie BIuncke richtig bemerkt, nicht statthaft, denn es treten nicht ent- 
sprechende Veränderungen des Siedepunktes auf. Andererseits ist es ebensowenig erwiesen, 
dass die Depression umgekehrt proportional der beobachteten Temperatur abnehme. - Ja die 
Thermometer verhalten sich individuell verschieden. - Ich stellte folgenden direkten Versuch 
an. Es wurde mit den oben genannten Thermometern I1 und IV, nachdem ihr Nullpuukt be- 
stimmt war, ein Vergleich rnit einem dritten Thermometer bei 1345 C und einem vierten bei 
330,5 C. angestellt und der Stand notirt. Darauf wurden I1 und I V  der Siedhitze ausgesetzt 
und plötzlich bis 00 abgekühlt. Darauf e r p b  der Vergleich mit den ruhenden Thermometern 
folgende Depressionen in I/, o, Graden : 
I) Herr G i e s w a l d  a. a. 0. Seite 28 stellt den ganzen Eachverhalt verkehrt dar. E r  verspricht ein .aus 
eigener Erfahrungu gewonnenes „ResumO '; zu gcben; in diesem aber ist eine Stelle aus einer Arbeit von P e r s o n  
(Pogg. Ann. 65) wörtlich abgeschrieben, und dann nocheinige Worte hinzugefügt, die als Beispiel dienen mögen, 
wie oberfRachlich die gesammte Con~~ilat ion ausgeführt ist. Herr  G i e s w a l d  schreibt mit gesperrter Schrift: „SO- 
mit wird die VerBnderuug in der That auf' ein &linimum reducirt werden, wenn man I) die Graduirung nach R u d b e r g  
erst nach llngerer Zeit vornimmt, dann 2) das Quecksilber durch künstliche Erkaltung längere Zeit (circa 60 Stunden nach 
UTelsh)  taucht und langsam erkalten lässt. Der Sullpunkt verändert sich dann nicht in der Regel, oder die ge- 
ringere Veränderung bleibt dauernd." Kein Versuch, keine Zahl zum Beleg, weder vor- noch nachher. Hiermit vergleiche 
man aber folgende interessante Stelle des Originals (Rep. of Brit. Assoc. 1653. 2. pag. 3 5 ) :  .MT. W e l s h  took about 
fifteen thermonieters, and, after carefully ascertaiuiiig their freezing-points, kept them exposed to the tempcrature of boiling 
water f o r  a b o u t  60 h o u r s ,  allowing them afcermards to cool very slowly. I t  was then found that the freezing -point 
had been p e r m a n e n t l y  r a i s e d  in all of theni by about Q0.3 to 00.4 Fahr. The effect of a subsequent s u d d e n  
elevation of temperature was  e x a c t l y  a s  b e f  o r e ,  to l o w e r  the freezing-Point by nearly 0O.2; the reading wliich was 
found a f t  e r the long-continued boiling being again restored in about a fortnight. - Eine Fortsetzung dieser wichtigen 
Versuche wird beim Schlusse versprochen, - scheint aber später nicht erschienen zu sein. - 

scheinbare Erhöhung des Siedepunktes in horizontaler Lage statthaben, welche einmal von der 
Länge der Quecksilbersäule, dann auch von der Beschaffenheit der Kugelwande abhäsgt, und 
in jedem Falle leicht beobachtet werden kann mit Hnlfe eines Gefässes, wie E g e n  1) es angiebt. 
2. Die Dämpfe haben beim sieden bekanntlich eine dem atmosphärischen Drucke 
gleiche Spannkraft. Um also einen festen Tem~eratUrpunkt zu gewinnen, bestimmt man nach 
Tafeln, welche die Beziehung zwischen Spannkraft und Temperatur angeben, die für den Sie- 
depunkt anzubringende Correktion. Wenn das Thermometerkaliber in der Nahe des Siede- 
punktes ungleich, so darf streng genommen nicht der Siedepunkt auf 760 Barometerstand 
reducirt werden, sondern man entnimmt die f ü r  d e n  w i r k l i c h  b e o b a c h t e t e n  Siedepunkt 
nothwendige Verbesserung aus den Tafeln. 
Wenn die Grössen e und s bei einem auf 0 Grad reducirten Barometerstand b beob- 
achtet sind, während die Tabelle der Spannkraft einen Siedepunkt k ergiebt, so wird der ver- 
besserte Gradwerth 
g = k  (X  + YX - e + p e )  
(8 + cps - e + cpe) 
Man rechnet am einfachsten die endgültigen Verbesserungen aus, wenn man die Ka- 
liberkurve parallel mit sich selbst um solch ein Stück verschiebt, dass e + p 'e  = o wird. 
Alsdann ist G = (X + cpx), in welcher Gleichung cps und p x  um e f pe  vermin- 
5+1s  
dert sind. Znnächst folge hier eine Tabelle zwischen Siedepunkt und Spannkraft der Dämpfe 
nach R e g n a u l t ,  die den Ann. de cnim. et de phys. ser. 111. T. XIV. p. 206 entnommen ist. 
Die von DiIagnus erhaltenen WertSe für die Spannkraft weichen zwischen 98 und 102 Grad 
von den Regnault 'schen um weniger als 0,2 mm ab. 
für O O .  1 
, -  
Für  das G eissler 'sche Normalthermometer folge hier die ganze Rechnung ffir Abscissen 
von 5 zu 5 O .  - 
Nach langer Ruhe des Thermometers wurde e = + 0 . 2 1  beobachtet. Die Fig. 1 Taf. V 
giebt cpe = - 0.15. Daher wird sämmtlichen Ordinaten ein Stück = - 0 . 0 6  hinzugefügt. 
1) Pogg. Ann. Bd. 13 Taf. 3 Fig. 1. 
Der Siedepunkt war bei 750 mm, 07 Barometer (00) bechcbtet und s - 990,46 gefua- 
den worden. 
Also aaoh Fig. 1 Ta£ V y 9 9 , 4 6 =  3-0.015-0,063--0.045. 
Die v~r~ tehende  Tabelle giebt für 750,07 Barometer W, 6 + 
k log ---- - 
S + Y ~  
0,00095 
log. b + 
Num. d = 
log. --- verbess. Ciradw. 
s +  99 
3. Nach G a y  - L u s s a C'S Entdeckung ist die Temperatur des siedenden Wassers von der 
Beschaffenheit des Gefasses abhängig. R ii d b e r  g dagegen fand, dass, trotz der inconstanten 
Temperatur des Wassers, die des Wasserdampfes bei ein und demselben Drucke fest bestimmt 
sei, unabhängig von dem Wärmegrade des überhitzten Wassers, selbst dann, wenn Salz in dem 
letzteren enthalten I). - 
N a r c e t  2, bestätigt die von G a y - L u s s a c  und anderen mitgetheilte Erfahrung über die 
verschiedene Erhöhung der Siedepunkte je nach dem angewandten Gefäss. E r  findet aber, 
dass nicht bloss die Temperatur des siedenden Wassers, sondern auch die des Dampfes ver- 
änderlich sei, und zwar in hohem Grade, wenn das Wasser Salz in Lösung enthalte. Der 
Unterschied beider Temperaturen war am kleinstcn, wenn metallene Gefässe angewandt wur- 
den, und fast Null, wenn die letzteren, einerlei ob aus Glas oder Metall inwendig mit einer 
Substanz (Schwefel oder Schellack) in dünner Schicht ausgekleidet waren, die die Adhäsion 
des Wassers an die Gefässwände verhütete. - Da die Temperaturangaben durch die strahlende 
Wärme einer unter dem T~ermometer befindlichen wärmeren Flüssigkeit beeinflusst werden 
1) Pogg. Ann. Bd 34. p 268. 
2) Ann. de chim. et de phys 1842 T. V pag: 449. 
Metallgefäss 
Dasselbe 
Dasselbe 
k6nnen, so suchte X a r e e t ,  dar Bestimmufig eines fisten Punktes, &n Bersuch so einzurich- 
ten, dass die Temperatu*n des D a P f e s  und der Flassigkeit dieselben seien. E s  folgen hier 
einige der von ihm gefuadeiieri %ahlen7 wie Sie als Mittel aus vielen Versuchen slch ergaben. 
Die Temperatur &es in einem &tetajlgefWe siedenden w a s  s e r s (nicht die des Dampfes) n m n t  
Mpa.cet 1000. Demnach war im Mittel : 
I 
T e m p e r a t u r  
Qefass 
der Fliissigkeit / des Dampfes 
Glaskolben 
Glaskolben 
Glaskolben 
-- 
Metall- clestil!irtes Wasser W 
10O0,95 
destillirt. Wasser mit 100,, 26 
Glaskolben mit Ei- 
senhammerschlag 
99O. 84  
99". 89 
990 .89 
Metall 
Glaslrolben 
Dasselbe mit Eisen- 
hammerschlag 
' mit7Ol0 Salzim Wass 
9 1o0/0 .7 9,  
25% 1, >, 
mit7°/oSalzim Wass. 
39 loO/O » 9, 
,,25O/0 ,9 3, 
rnit7°/oSalzimWass 
99 25% 9, 1, 
Alcohol 
Alcohol 
Alcohol 
Metall innen mit Gummilack destillirtes Wasser 1 9 8 . 8  1 9 9 . 8  
Glaskolben innen mit 
Schwefel ausgekleid. 
I I 
Die letzten drei Zahlen beweisen, dass die Temperatur des siedenden Wassers unter 
den obwaltenden Umständen selbst unter diejenige herabsinken kann, die in einem reinen 
Metallgefässe beobachtet wird. - Erst  in neuerer Zeit ist durch M a g  n u s 1) der Widerspruch 
zwischen M a r  ce t ' s  und R u d  b e r g  's sorgfältigen Versuchen aufgeklärt worden. E s  waren näm- 
lich bereits von W ü l l  n e r  2, die Beziehungen zwischen dcr Spannkraft der aus kochenden Salz- 
lösungen entweichenden Dämpfe zur Temperatur der Flüssigkeit festgestellt worden, denen ge- 
mäss unzweifelhaft der Siedepunkt mit dem Prozentgehalt an Salz zunahm, Unentschieden 
blieb es aber immer noch, ob auch die Dämpfe selbst eine höhere Temperatur besässen. Von 
der von R e g n a i i l t  aiisgesprochenen Ansicht ausgehend, dass die erwähnten Beobachtungen 
R u d b e r g ' s  darin ihren Grund hätten, dass die Thermometerkugel beständig von verdichtetem 
Wasserdampf benässt sei, ersann (wie M a g n u s  mittheilt) R ü d o r f f  cin einfaches sinnreiches 
Mittel, diesem Uebelstande zu begegnen. E r  erwärmte das Thermometer vor dem Versuch bis zu 
einer Temperatur, die diejenige der siedenden Fltissigkeit übertraf, und senkte es dann erst in 
den zu untersuchenden Dampf. Mit Umgehung vieler Schwierigkeiten gelang es M a g n u s  
durch ein solches Verfahren nachzuweisen, dass unzweifelhaft die Temperatur des aus Salz- 
lösungen entweichenden Dampfes bedeutend 1000 übersteigen könne, also stets in einem über- 
hitzten, und niemals im gesättigten Zustaiide sich befinde. Um sicher zu gehen, wird man 
desshalb zur Bestimmung des festen Thermometerpiinktes nur des destillirten Wassers sich be- 
dienen dürfen. Ob man besser thut, die Temperatur des Dampfes, wie seit langer Zeit allge- 
mein geschieht, oder die des Wassers zu nehmen, kann gegenwärtig keinem Zweifel unterlie- 
gen. Durch die vorstehend mitgetheilten Versuche von M a r c e t  ersieht man zwar, dass auch 
deStillirtes Wasser 
1) Pogg. An=. 112, pag. 408. 
2) Pogg. Ann. Bd. 103, I05 und 110. 
9 9 . 8 5  1 9 9 . 8 5  
Ders. mit Gummilack destiilirtes Wasser I 9 9 .  7 9 9 .  7 
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die Temperatur des Dampfes, je nach der Beschaffenheit des Gefässes, verschieden ist,  allein 
in weit geringerem Maasse als die des Wassers. N a g n u s  theilt darüber keine Versuche mit, 
ob ebenso, wie bei der Untersuchung der Salzlösungen, auch dann eine Erhöhung der Dampf- 
temperatur bei seiner Anordnung des Experimentes wahrgenommen werde, wenn man destillir- 
tes Wasser in das Geftiss bringt. 
Ganz besonders instruktiv sind neuere Versuche von D u f o u r  1) aber Siedverzüge, 
welche er bei ein und demselben Gefäss beobachtet hat. Das längst bekannte Mittel, das Sieden 
in Glasgefässen dadurch zu befördern, dass feinzertheilte Metallstücke in das Wasser gethan werden, 
fand D u  f o u r  unwirksam. wenn der Versuch mehreinal hinter einander angestellt wurde, und die 
Metalltheilchen in ein und demselben Wasser verblieben. Er fand ferner, dass auch in Metallgefässen 
unter ähnlichen Umständen das Sieden bei immer höheren Temperaturen begann, je häufiger das Ex- 
periment vorgenommen wurde. Solch ein Siedverzug konnte indess dadurch vermieden werden, 
dass man einen galvanischen Strom durch die kochende Flüssigkeit leitete, durch welchen das 
Wasser an den Elektroden sich zersetzte. Unter allcii Umständen verursachten jetzt die elek- 
trolytisch erzeugten Gase ein sofortiges Sieden; wie es scheint, aber bloss in unmittelbarer Nähe 
der Elektroden. 
Eine bedeutende Temperaturerhöhung des siedenden destillirten Wassers brachte M a r -  
c e t  dadurch hervor, dass er die Glz~sgefässe, die er anwandte, vorher mit Schn~efel- oder Sa1- 
petersäure reinigte. Dasselbe gelang M a g n  U s 2, mit einer Platinschaale, die er mit schmel- 
zendem kaustischen Kali und nachher mit Schwefelsäure behandelte. 
Da es bei der vorliegenden Frage hauptsächlich darauf ankommt, einen festen Punkt  
zu gewinnen, so scheint es nach Allem, was wir angeführt, am rathsamsten, ein &Ietallgefäss 
zu nehmen, das längere Zeit an der Luft gestanden hat oder - da es oft wünschenswerth ist, 
den Vorgang im Innern des Gefässes zu übersehen einen Glascylinder mit metallischem 
Boden und Deckel. Wenn auch das siedende destillirte Wasser eine höhere Temperatur als 
der Dampf hat, so ist dieser Unterschied doch gering. 
4. Die Schwankungen, die bei anscheinend ganz gleich angestellten Versuchen beobachtet 
worden sind, scheinen nach den Angaben verschiedener Physiker noch beträchtlich. E g e n  3) 
erhielt im Maximum als Abweicliung vom Mittel Ü O ,  059, eine Grösse, welcher gegenüber die 
durch mangelhafte Baromet<erbestimtnung verursachten Fehler kaum in Betracht kommen, da 
lmm Zunahme des Luftdruclres einen Unterschied von 0°, 035 C. in der Siedepunktshöhe bedingt. 
Auch M a r c e t ' s  Beobachtungen schwanken innerhalb solcher Grössen, wie ich sie bei 
feinen Thermometern nie wahrgenommen habe. Vor Allem muss daran erinnert werden, dass 
wenn sich im engen Ausströmungsrohre des Dampfes Wasser ansammeln kann, (besonders 
wenn zu viel Wasser ins Gefäss gegossen worden), ein Schwanken des Quecksilberstan- 
1) Pogg. Ann. Bd. 124, pag. 295. Snn. de chim. et  de ~ b y s .  1865. T. VI, pag. 104. 111 
2) Pogg. Ann. Bd. 61, pag. 252. 
3) Pogg. Arm. Bd 13. pag. 40. E g e n  berechnet, wie mir schein<, eine zu grosse Abweichung. E r  reducirt 
die beobachteten Siedepunkte auf einen unveränderlichen Nullpunkt. Ich werde später einen Versuch beschreiben zum 
Beweise, dass die Depressionen des Nullpunirtes nicht die Lage des Siedepunktes beeinflussen. Von den zahlreichen und 
buhönen \-ersuchen I?lge~i's habe ich einige ohne Rücksicht auf Nullpunktsveränderungen berechnet, und finde weit geriii- 
gere Abweichungen. Schon der Umstand, dass alle vier g1eichze:tig untersuchte Thermometer in demselben Sinne ab- 
weichen, weist, nicht wie E g e n  meint, auf gleichartige Veränderungen Aller, sondern auf ein und denselben Fehler in der 
Reduktion aller Beobachtungen hin. Auch R e c k n a g e 1  hat seine in nenester Zeit mitgetheilten Versuche (Pogg. Arm. 
Bd. 123 pag. 136 Anh.) üher  Schwanlruogen des Siedepunktes ähnlich wie E g e n  behandelt, und, wie ich meine, eine zu grosse 
Cnregelmäsvigkeit als Resultat erhalten Nach R e c k n a g e l s  Berechnung beträgt die Abweichung vom Mittel im Maxi- 
mum 0,06, nach der meinigen nur 0,04 Grad. Leider ist in der  Abhandlung nicht angegeben, wie gross die Beobach- 
tungsfehler bei der Bestimmung des Siedepiinktes sein konnten. Nach Anm. 2) Seite 128 wurde nur 0,03 Grad geschäßt. 
Demnach würden die vorliegenden Versuche gar  keine Schwankung beweisen können. 
des wird eintreten müssen, weil der Druck i ~ n  Innern des Gefässes alsdann veränderlich ist. 
Einen constanten Stand erhält man nur d a n n ,  w e n n  d e r  D a m p f  f r e i  a u s s t r ö m e n  k a n n .  
Eine eigenthtimliche Erscheinung hatte ich wahrzunehmen geglaubt, tiber welche ich 
einiges mittheilen will, wenn auch die Versuche bisher noch zu keinem sicheren Resultat mich 
geführt haben. 
Wenn das Thermometer geraume Zeit nach Beginn des Siedens einen constanten Stand 
erreicht zu haben schien, und die Ausströmungsöffnung auf kui-ze Zeit verschlossen wurde, so 
musste duroh den im Inneren gesteigerten Druck die Temperatur zunehmen. Nachdem nach 
Verlauf einer Dlinute der Verschluss aufgehoben war, und der Dampf frei ausströmen konnte, 
sank das Thermometer, erreichte aber nicht ganz den zuvor beobachteten Stand, sondern zeigte eine 
Zunahme von etwa 0 ,01  Grad. - ES lag nahe zu vermuthen, dass, ähnlich wie bei den er- 
wähnten Versuchen von M a g  n u s ,  die Beschaffenheit der Thermometerkugel, jenachdem die- 
selbe trocken oder benässt war, die Differenz verursachte, oder es lag der Grund bloss in 
einer höheren Temperatur der hervorragenden Quecksilbersäule. 
Zii entschiedener Antwort bin ich desshalb nicht gelangt, weil dasjenige Thermometer, 
welches am auffallendsten die Unterschiede zeigte, in einen unbrauchbaren Zustand gerieth, 
Bei einem anderen wurde die Differenz fast auf Null gebracht durch längeres Zuwarten. Das 
letzte Steigen des Thermometers geht in der That sehr langsam vor sich; eine viertel Stunde 
dürfte kaum geniigen, um sicher den Maximalstand zu erreichen, sobald ein beträchtlicher 
Theil der Quecksilbersäule hervorragt. Zum Beleg für die oben ausgesprochene Thatsache diene 
folgende Versuchsreihe, die mit dem zuerst erwilhnten Thermometer angestellt wurde: 
Zeit Siedepunkt 
29. Nov. 1 24' 98 .868 
Bar. ( 12h 30' ) lh 25' 98 .870 
= 755 "", 4 lh 26' 98 872 
lh 29' 98.872 
lh 32' 98.872 
1 36' 98. 872 
Nach Erhitzung bis 99 .38 und Wiedererkaltnng 
lh  38' 98.880 
l h  41' 98.880 
1 45' 98 .880 
l h  49' 98.880 
Nach Abliühlung bis 98.4 
1 I, 50' 98.874 
l h  531 98.876 
l h  5-51 98.876 
lh  38' 98.876 
Nach Erhitzung bis 99.4 
Bar. ( 2 h  0') 2h 0' 98.880 
= 755 "", 3 2h 6' 98.880 
Weitere Versuche konnte ich mit diesem Thermometer nicht anstellen, weil es durch 
ein Versehen verdorben war. 
Dnrch eine neue Versuchsreihe mit einem anderen Thermometer sollte die Frage ent- 
schieden und vor der ersten Erhitzung längere Zeit hindurch der Stand beobachtet werden. 
Das Thermometer war ganz gleich dem vorigen, und ebenfalls in fünfzigste1 Grade 
getheilt. Durch ein feststehendes Mikroskop liessen sich leicht 0,002 Grad ~chätzen. - Herr 
stud. math. N i  e l  b e r g  tibernahni die Beobachtung : 
Zeit 
5h I' 
5h 5' 
5h  8' 
5 h  15' 
5 h  15' 
5 18' 
Eih 21' 
5h  27' 
5h  30' 
5h 34' 
5h  42' 
48' 
5 h  52' 
5h 57' 
6h 0' 
Nach Erhitzung bis 9 9 . 6  (während 45 Sekunden) 
D i e  E r h i t z u n g  h a t t e  b e i  d i e s e m  T h e r m o m e t e r  g a r  k e i n e  V e r ä n d e r u n g  
 verursacht. I m  Lauf von 2 Minuten war der frühere Stand wieder erreicht. F ü r  jetzt muss 
ich es dahin gestellt sein lassen, was die Ursache der bei dem ersten Thermometer beobachte- 
ten eigenthamlichen Differenzen war. Die erste Beobachtung 5h  1' in vorstehender Versuchs- 
reihe geschah etwa 20 Minuten nach Beginn des Siedens. Die ziemlich rasch erfolgende Zu- 
nahme von 5 bis 6 Uhr war aber keinesweges bloss Folge einer Temperaturerhöhung der 
Quecksilbersäule. Denn mein meteorologisches Tagebuch zeigte an demselben fast windst.illen Tage 
Bar. (Oo) 
'29. Nov. 7 Uhr M. 757.3 
11 Uhr 30' 758.3 
2 Uhr 30' 759.2 
11 Uhr Ab. 762.3 
90. Nov. 7 Uhr M. 764 . 3  
Daraus berechnet sich die Zunahme des Luftdruckes von 5 bis 6 Uhr = 0,36; dem 
entspricht eine Zunahme der Siedetemperatur von 03.0136; d. h. fast genau soviel, als oben 
die Beobachtung ergab. Das allmäliligc Steigen war also lediglich Folge des vermehrten 
Luftdruckes, und es mag die vorstehende Reihe als Beleg für den leicht bemerkbaren Einfluss 
des letzteren, besonders aber für die Constana der Beobachtungen gelten I). Man vergleiche hier- 
mit folgende Versuchsreihe von M a r  C e t 2 )  und man wird erkennen, dass die Temperatur des 
Dampfes nicht auf die des siedenden Wassers bezogen werden darf: 
1) Eine Zeitperiode steigenden Barometentandes wäre demnach weniger geeignet für eine sehr genaue Siede- 
punktsbestimmung. 
2) Zwar habe ich selbst nicht längere Versuchsreihen zu verschiedenen Zeiten und bei verschiedenem Luftdrucke 
angestellt; aber auch Egen 's  Versuche beweisen eine grössere Beständigkeit des Siedepunktes, wenn man nur die De- 
' 
pressionen nicht, wie dort geschieht, allen Beobachtungen als Constante hinzufügt, sondern sie vielmehr ganz unbertick- 
aichtigt läaat. Die irn Text folgenden Beobachtungen von M a r c e t  sind aber, wenn ich die Originalabhandlung nicht miss- 
verstehe, unmittelbar hinter einander abgelesen. 
Temperatur 
des im Me- 
Mittel 100 1) 99.84 
Im siedenden Wasser konnte ich keinen festen Stand beobachten. Es  waren steh 
Schwankungen von etwa 00,04 zu bemerken. Solche Differenzen aber, wie in vorstehender 
Reihe (99.78 und 99.87) sind mir niemals vorgekommen, wenn mit gehöriger Sorgfalt expe- 
rimentirt wurde. - Vor allen Dingen achte man darauf, dass sich das Wasser in der Aus- 
flussröhre des Dampfes nicht ansammeln könne. Allerdings stieg die Temperatur stets merk- 
lich, wenn das Thermometer bedeutend der Wasserobedäche genähert wurdo; 
die Kugel im 'Wasser 99.050 bis 99 .090 
die Kugel 20 mm über dem Wasser 990.800 nach Reduction 
die Kugel 53 mm über dein Wasser 98 . 794 
die Kugel 80 mm über dem Wasser 98 .785 i auf gleichen Barom. die Kugel 100 "" aber dem Wasser 98 .770 
Bei der ersten Beobachtung war ein sicheres Ablesen nicht möglich. 
5. Endlich muss ich noch erwähnen, dass der Siedepunkt b i s  a u  f l/iOOO G r ad g e n a u  
d e r s e 1 b e b li e b . nachdem die Thermometerkugel plötzlich in schmelzenden Schnee gesenkt, 
und ebenso schnell wieder zurück in den Dampf gebracht war. 
Dieser Versuch bestätigt die oben erwähnte Ansicht Muncke ' s ,  der zufolge eine beim 
Gefrierpunkt beobachtete Depression auf den Siedepunkt ohne Einfluss ist. Wenn also auch 
die Depressionen, wie früher dargethan war (Seite 63), nicht proportional der Temperaturzu- 
nahme abnehmen, sondern ~prungweise, und bei verschiedenen Thermometern in ungleicher Art, 
so wird man doch am meisten der Wahrheit sich nähern, wenn man die Munckesche An- 
nahme der Reduction einer Beobachtung zu Grunde legt. 
Um eine moglichst dem Dampfe gleichkommende Temperatur aller Gefässwäude 
zu erreichen, bedient man sich am besten solcher Apparate, die aus einer unten nahe über 
der Wasserfläche befindliohen Oeffnung den Dampf ausströmen lassen. Der letztere steigt 
in einem Cylinder bis an den Gefässdeckel auf, und innerhalb eines zweiten den ersten man- 
telartig umgebenden Cylinders hinab. In  dem letzteren befindet sich die Ausströmungs- 
öffnung, die nicht zu eng sein darf. Abbildungen findet man in den meisten Lehrbtichern 
der Physik I). 
1) Wiil ln e r  ,,Lehrb. der Ex~erim. - P h ~ s . ~ '  1863. Bd I1 pag. 12. Fig. 4; Mousaon ,,die Physik auf 
Grundlage der Erfahrung". Bd. I Pig. 254. 
ILT. Correktion der Thermometer wegen der Ausdehnung des Glases. 
1. Nach allen bisher angeführten Correktionen bleibt noch eine anzubringen übrig, 
welche genau auszuwerthen, nach dem jetzigen Standpunkt der Frage, kaum möglich ist. 
Wir hatten die Thermometerröhre bei einer constanten Temperatur kalibrirt. Im Ver- 
suche ist das Volumen aber veränderlich und von der jedesmaligen Temperatur selbst abhän- 
gig. Ausserdem bestimmen wir die Ausdehnung des Quecksilbers in einem sich mit Steige- 
rung der Temperatur erweiternden Gefässe. 
Die theoretische Entwickelung der hiedurch bedingten Correktion hat R u  d b e r g 1) ge- 
geben; dieselbe ist in den neueren Lehrbüchern der Physik auch aufgenommen. Doch will 
ich dieselbe in etwas geänderter, möglichst einfacher Form hier wiedergeben, und für Tempe- 
raturen zwischen 0 und 1000 zu bestimmen suchen. 
Es  sei bei 00 das Volumen der Thermometerkugel und Röhre bis 
zum Gefrierpunkt = U  
ferner bei 00 das Volumen der Thermometerröbre vom Gefrierpunkte bis 
zum Siedepunkt =% 
Der mittlere Ausdehnungscoefficient des Quecksilbers bei der 
- 
Temperatur t =At 
der mittlere cubische Ausdehnungscoefficient des Glases bei der Tem- 
peratur t e y t  
seien demnach die Ausdehnungscoefficienten für Quecksilber und Glas 
bei 1000 resp. = Ai oo und fioo 
so ist bei 00 das wahre Volumen des Quecksilbers = E  
bei t0 V J >  >: = U  ( l + t / \ t  
bei 1000 ,, ,> 1> = U ( 1  + 100 nloo> 
ferner ist bei 00 das wahre Volumen des Glases = U  
bei tO das wahre Volumen des Glases bis zum Nullpunkt = lJ (1 + t-l, ) 
bei t0 das wahre Volumen der Röhre, wenn das Quecksilber 
bis zum Skalenpunkte X reicht - X -- 
-- . & ( I  + t .y t )  100 
bei 1000 das wahre Volumen des Glases bis zum Nullpunkt = L: (31 -j- 100 yioo) 
bei 1000 das wahre Volumen der Röhre vom Null- bis zum 
Siedepunkte = J& ( 1  $- 100 yioo) 
Demnach ist des Volumen Quecksilber bei 1000: U (1 + 100 L„,) = 
(1 + 100 y1oo) + 8 0  ( 1  f 100 y,uo) 
Ro ebendüssselbe bei tu:  U ( 1  + t A t )  = I.7 (1 + T,. -(,) + - -- ( 1  + t .  yt) IUv 
folglich ist das Quecksilbervolumen, welches über den Nullpunkt gctreteri, 
bei 100° : U .I00 ( ~ l o o  - -il oo ) = Ro ( 1  + 100 Y,OO ) 
X bei to: U . t  (At - r t )  = - - .RO (1 + t . - l t j  
100 
F ü r  den Skalenpunkt X, der bei der Temperatur t abgelesen wird, erhalten wir demnach 
At - .it 1 + 100-~100 X =  t . -  - k . t  A I O O - * ( ~ ~ ~ '  l + t . y t  ( a )  
Auch wenn At und y t nicht mit der Temperatur veränderlich wären, so miisste das 
Thermometer doch eine Correktion erfahren, da die wahrc Temperatur 
1) Pogg Ann. Bd. 41 pag. 279. Anm. Die Entwickelung von P o g g e n d o r f f  in Bd. 41 pag. 472. Sieh auch 
W i i l l n e r ,  1 C. Bd. II pag. 21 und ff. 
t - ----P- + ty  . X, w~fi i r  anpeniihert genommen werden darf t ;= 1 f x . y ~  
1 t 100 Yloo 1 + 100 Ti 00 (b) 
.~ieselibe Correktion filr den Skalenwerth erhalten wir, wenn ,-und T, zwar von 
der absoluten Temperatur abhängig silitf, aber angenähert in demselben Maasse proportional mit 
Für  den mittleren Werth von -;, betragt die Verbesserung in der Mitte der Skale: 
00, OB ewischen 350 und 650 
0 , 0 5  , 250 „ 350, 65 und 750 
0 , 0 4  bei 300 ,, 70" 
0 , 0 2  , 100 „ 90" 
0 ,, 0 ,, 100". 
Will man die Correktion geiiauer, also nach der Gleichung a ermitteln, so musste der 
Ausdehnungsooefficient für jedes individuelle Thermometer bestimmt werden. - 
derselben wachsen. Dann ist 
A t = m + n t  
-lt = l + n l t ,  und wenn n = n l ,  
A t - y t = m -  1 = const. 
also At - y t  
n i o o -  -[ioo 
Dass n = n' = 0 findet i n  der That niemals statt; der AusdehnungscoeffiCient sowohl 
des Quecksilbers, als der des Glases wachst mit der Temperatur. 
Nun verhalten sich alle Glassorten verschieden, sowohl was die Grösse 1 als die an- 
dere, n' betrifft. Eine Gleichheit von n und n '  dürfte nur sehr selten Statt haben, so dass 
die Correktion der Gleichung b, statt a, angewandt werden könnte. 
2. Betrachten wir zunächst diesen Fall, so erhalten wir Correktionen, die auch zwischen 
0 und 1000 nicht vernachlässigt werden dürfen. - Die äussersten Werthe für den mittleren 
~u~dehnungscoefficienten des Glases fü r  verschiedene Sorten sind nach Versuchen von R e g n  a t 1) 
t = 0,000021 und 0,000029 
Die kleineren Werthe beziehen sich mchr auf Brystallglas; das weichere Glas hat hö- 
here Werthe. R e g n a u l t  fand selbst Unterschiede für dieselbe Sorte, jenachdem sie als Kugel 
oder als Rohre verarbeitet war ') 
Hiernach stellt sich die Correktion nach der Gleichung b folgendermassen heraus, für 
die beiden äussersten und einen Mittelwerth. 
Werthe der Grössen, welche voii den Ablesungen des Queoksilberthermometers zur 
Reduction auf die wahre Temperatur abgezogen werden müssen : 
Temperatur = I = 1 *[ = 
0,000020 0,000026 0,000030 
-- -- -PA--- 
0 1 0,000 0 000 0.000 
1)  Ann. de oh. et de ph. s. 111 t. IV, p. 64. Pogg. An% Bd. 55 p. 584 und 587. Die obere Grenze 
= 0,000030 giebt Piücker (Pogg. Bd. W. p. 264) 
2) Ebendas. pag. 587 und Bd. 57, P. 216 Anm. I. 
10 
10 
90 
30 
40 
50 
30 
70 
80 
90 
100 
0,018 
0,032 
0,042 
0,049 
0,051 
0,049 
0,042 
0,053 
0,019 
0,000 
0.0%2 1 0.027 
0.039 0.048 
0 051 0.065 
0 060 1 O.OT2 
0.062 0.075 
0.060 
0.051 
0.030 
0.02J 
0.000 
O.Oa2 
0.WS 
0.048 
0 027 
0.000 
Die Columne i giebt den zu verbessernden Skalenwerth. Man begeht nur einen un- 
merklichen Fehler, wenn man die Differenzen der wahren Temperatur und der abgelesenen 
Skalenpunkte als Verbesserungen der in Col. a verzeichneten Hauptpunkte annimmt. Demnach 
wäre, wenn wir die '/„, Grade vernachlässigen 
bei dem Skalenpunkt die Verbesserung 
0 0 
B0 -- 0 ,08 
50 - 0 , 1 5  
30 -- 0 ,19  
40 -0,521 
50 -- 0 , 2 1  
60 - 0 , 1 9  
70 -0,lEi 
80 -. 0 , 1 1  
90 -0 ,oo  
100 0 
3. R e  C k n a.gel1) in München hat beim 6 ergleichen der & ~ e ~ k s i l b e r t h e m ~ ~ ~ t ~ ~  it dem 
Luftthemometer gefundent dass jene um 0 , 2  Grad höher standen als dieses, ein Werth, den 
ap& R e g n a U 1 t2) bei zahIreichen Versuchen mit verschiedenen Thermometern beobachtet hat. - 
den miMleren Ausdehnungscoefficienten des Glases bei 100 und 200° leitete desshalb R e C k - 
a g e l  in der angeführten Abhandlung Formeln für die Ausdehnung des Glases und des &neck- 
silbers her, welche vollkommen befriedigende Reductionen des Quecksilberthermometers gaben. 
Da sowohl R e c k  n a g  e l s  als auch Regn a U 1 t s Versuche mit Hülfe dieser Zahlen über- 
einstimmende Resultate geben, während R e g n  a u l  t s Tabelle über den Ausdehnungscoefficienten 
des Quecksilbers eine Abweichung von 0 .17  Grad im entgegengesetzten Sinne ergäbe, so wiil 
ich die von 10 zu 10 Grad nothwendige Correktion hier auswerthen, da R e  C k n age l  die end- 
gtiltige Venfication nicht gegeben. Die ganze Rechnung ist in der naohfolgenden Tabelle aus- 
geführt. Die Columnen b und C sind die aus jener Abhandlung entnommenen Werthe der 
A~sdehnu~gscoefficienten. Der des Glases stimmt dem absoluten Werthe nach mit dem der mei- 
sten gangbaren Glassorten überein; Die Ausdehnung des Quecksilbers weicht wesentlich von 
der durch R c g n a u l  t s Formel 3, gegebenen ab. Die Bedeutung der  übrige^ Columnen ist ohne 
weiteres verständlich. 
1) Therinometri~che Versuche. Habilitationsschrift Nünchen. 1864. Ein Auszug in Pogg. Ann. Bd. 124 p. 115. 
2) Pogg. hnn. Bd. 57 p. 212. 
3) R e g n a u l t  nahm t = 0,00017905 f 0,0000000252 t. Xach Reck  nage1 kommt ein quadratisches 
Glied hinzu, und das coustante Glied der Formel ist grösser. S. R e g n a u l t  de 1'Acad. roy. des sciences de 1'In- 
stitiit de France. T. XXI pag, 326. 
a. 
Wahre 
b. c. 
Mittlerer Ausdehnungs- 
Temperat. Coefficient Logar V. d. Logar von -log. d. m 
= - 4 t 1 + t yt - log. (l+t.~t) 
I j+IOg(i+lo@yt 
d. 
scheinbarer log k+log. t. 
= log X 
e. 1 f. 
x t bei der 
wahren 
Temp. t 
1 1 ,84605 
SO 0,00002713 0,00018119, 0,00015404 0,18763 / 0,000942 0,00060 1 1 ,94369 
90 0,00002738 0,000!8133 0,00015397 0,18741 0,001069 1 0,00028 1 ,95452 
100 0,00002761 0,00018153 ' 0,00015'~9% , 0,18729 / 0,001197 0,00000 2,00000 
70.154 
80.111 
90 . 058 
100.000 
B. 
log. k = Log. 
1,77951 60.189 
h. i 
Skalenp. 
Bis 200 Grad binauf gelang W Reck  nage1 duroh Anwend- dieesn Cm&- eim 
Uebereinstinmung 14 die Aagabcm des Quecksilber- und Lufbtherinamete~ rn bhngm. A ~ S E  
höher h inad  beträgt, die DSere@z mehre Grade. Die Formel fbr den Wett& pod Irt g a n  
abrigens auch QW aiwiL30ba den erwshnten Tempraturgränzen gehn .  
Re,gnaP1& 1) hält den Fehler von oO, 2 in  der Mitte der Skale &E ei- ge~kgen) 
da, wie er -in&, dieselbe Unsicherheit schon durch Deprmsionen des NulQu&bs erbh 
wird, haben wir gesehen, dass beträchtlich grösser die A b w e i e h ~ g e ~  kflönnm, 
doch aber nur bei rücksichtloser Behandlung des Apparates. 
4. Bei all den Mängeln, die das Quecksilberthermometer darbietet, wird dieses wichtige 
Instrument sich doch kaum jemals durch ein anderes ersetzen lassen. In  Temperaturen über 
100 Grad hinaus scheint ein Vergleich jedes einzelnen Thermometers mit dem Luftthermo- 
meter notbwendig", - da die durch die Ausdehnung des Glases bedingte Correktion 
mehre Grade erreicht, und die aus verschiedenen Sorten fabricirten Thermometer nicht unter 
ejmnder abereinstimmen. Zwischen 0 und 100 Grad dürfte aber das Quecksilberthermometer 
um so viel mehr Zutrauen verdienen, als dasselbe umsichtiger behandelt wird. Bei planlosem 
Gebrauch desselben kann in der Mitte der Skale kaum ein voller Grad, trotz einer sorgfäl- 
tigen Kalibrirung, verbürgt werden. - 
Die zuletzt entwickelten Correktionsgrossen beziehen sich, streng genommen, nur auf 
solche Thermometer, deren Theilung auf die Rdhre selbst aufgeätzt ist. Denn die beobachtete 
Länge X eines Stückes der Rohre muss alsdann wirklich mit dem linearen Ausdehnungscoef- 
ficienten des Glases mulliplicirt werden, wenn das entsprechende Volumen Quecksilber zu be- 
stimmen ist. Ebenso dürften diejenigen Thermometer, deren Rohren, mit einer Glasskale ver- 
bunden, in einen Olasmantel eingefasst sind, behandelt werden, auch in dem Falle, wo die 
Skale nur an ihrem oberen Ende von einer Fassung festgehalten wird, denn bei jeder Tem- 
peratur witren die linearen Ausdehnungen aller drei Eorper kaum verschieden von einander, 
so dass such bei der Sjedhitze etwa, ein eingeätzter Nullpunkt der Röhre mit dem der Skale 
zusammenfallen müsste. Anders bei Messing- oder 3letallskalen, deren linearer Ausdehnungs- 
coefficient beträchtlich von dem der Röhre abweicht. Beispielsweise ist 
der lin. A, C. 
für Messing 0,00001878 
Krystallglas (Rohre) 0,00000701 
schwed. Glas (Kugel) 0,00000S14 
weisses Glas (Rohre) 0,00000882 
Die lineare Ausdehnung ist beim Metall, wie man sieht, etwas mehr als doppelt so 
gross. Bei jedem einzelnen Thermometer wird berücksichtigt werden müssen, welche Orte der 
Rohre und der Skale bei allen Temperaturen zusammenfallen. Von diesem Punkte aus muss 
die Differenz der linearen Ausdehuungscoefficienten in Eecbnung gebracht werden. - Von 
allen Metallen würde sich das Platin am besten zum Gebrauch für Thermorneterskalen eig- 
nen, da bekanntlich der Ausdehnungscoefficient desselben fast ganz gleich dcin des Glases ist, 
nämlich = 0,000008565 (Borda); 0,000008841 (Dalong und Petit). - Wenn Theile der 
Quecksilbersäule von verschiedener Länge anderen als den zu beobachtenden Temperaturen 
ausgesetzt sind, wie z. B. in den zuletzt mitgetheilten Versuchen,so dürfte eine sichere Re- 
duction kaum möglich sein. Weder die Temperatur der Glasröhre, noch die des Queck- 
silbers im hervorragenden Theile, ist genau zu ermittelu. 
Vorliegende Andeutungen mögen hier genügen, um wiederum daran zu erinnern, dass 
das Quecksilbertherrnometer ein schwierig zu behandelndes Instrument ist. Aufgabe der Wis- 
1) s. R e g n a u l t  Ann. de ohim. et de phys. 1842. T. V pag. 98. 
2) Ebendas. pag. 103 und Mem. de 1'Acad. roy. d. sc. 1847. T. XXI. P. 191. 
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senschaft ist es, unbekummert um andere Mängel, jede e i n z e l n e  Unsicherheit möglichst fort- 
zuschaffen. I n  diesem Sinne miissen vor Allem die Kaliberfehler vermieden werden, und dazu 
hauptsächlich sollte die vorliegende Abhandlung einen Beitrag liefern. Bei thermometrischen 
Versuchen,handelt es sich oft um Beantwortung der schwierigsten und wichtig-sten Fragen der 
Physik. Ein  sorgfältiges Studium der Apparate wird daher jeder exacten Arbeit voraufgehen. 
Die bei einem Thermometer anzubringenden Verbesserungen, so weit sie von physischen Um- 
ständen abhängen,Tkönnen aber selbst nicht eher ermittelt werden, als bis das Kaliber der 
Röhre sorgfältig~untersucht worden. 
T h e s e n .  
Eine Unbeständigkeit in den Angaben des Quecksilberthermometerc bei 1 O O O  C. 
ist bisher nicht erwiesen. 
Es ist wahrscheinlich, dass alle Körper einen Siedepunkt unter ihrem Ge- 
frierpunkte haben. 
Das mechanische Aequivalent des Lichtes ist nicht bestimmbar. 
„Lichta ist kein physikalischer Begriff. 
Die Hypothese einer glühenden Photosphäre um einen dunklen Sonnenliör- 
per entspricht nicht mehr dem heutigen Standpunkte der Wissenschaft. 
Weder die '~chwin~uii~sszahlen zweier Töne, noch ihre logarithmische IIiiTr- 
renz ist maassgebend für die Auffassung eines Intervalles. 
Die Combinationstöne sind nicht entscheidend für den VTTohlklang eines Jn- 
tervalles. 
Die Dreiklänge auf der zweiten Stufe im Dur-Systein, und auf der siebenten 
Stufe im Moll- S~s tem sind dissonant. 
Ein Viereck in einer Ebene umscliliesst keinen Flächenraum. 
Für den Vergleich gleichzeitiger meteorologischer Beobachtungen ist die Re- 
duction der Barometerstände auf Meereshöhe nicht statthaft. 





